VETORES E ALGEBRA VETORIAL
MARCELO DIAS PASSOS

RESUMO. Estas notas foram digitadas durante os cursos de MATB34 (Geometria Analitica e Algebra
Vetorial) em 2021 (semestres 2021.1 e 2021.2).

1. SEGMENTOS ORIENTADOS
Os segmentos orientados sao os objetos geométricos que formalizam as “setas”.

Definicao 1. Um segmento orientado é um par ordenado (A, B) onde A e B sdo pontos (do espago).
O ponto que aparece na primeira coordenada do segmento orientado € chamado de origem e aquele
que aparece na sequnda coordenada é chamado de extremidade.

Observagao 1. Para fizarmos notagdo, se A e B sdo pontos distintos, diremos que:
(1) AB € o segmento de reta de extremidades A e B, e
(2) AB ¢ a reta determinada por A e B.

Sendo assim, temos que AB = BA e 4B = Efx, enquanto (A, B) # (B, A).
Definicao 2. Qualquer segmento orientado do tipo (A, A) é chamado de nulo.

Definicao 3. Diremos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) sao colineares se, e somente se,
existe reta r tal que A,B,C,D € r.

Imediatemente da defini¢ao acima concluimos que:

Proposigao 1. Sejam A, B,C e D pontos. Entdo:
(1) (A, A) e (C,C) sao colineares,
(2) se A+ B, entao (A, B) e (C,C) sao colineares se, e somente se, C € j@, e
(3) se A# B e C # D, entio (A, B) e (C,D) sdo colineares se, e somente se, jﬁ = Cﬁ 0

Demonstragao. (1) Se A = C, qualquer reta que passe por A testemunha que (A4, A) e (C,C) sao

colineares. Se A # C, entdao A e C determinam a reta /ﬁ edai A,C € /ﬁ
(2) Suponhamos que A # B.

Se (A, B) e (C,C) sao colineares, podemos fixar uma reta r tal que A, B,C € r. Por outro lado A
e B determinam uma tnica reta e conclui-se que r = @ Portanto C' € fﬁ . Para provar a reciproca
basta perceber que, se C' € fﬁ7 entdao A, B,C € Zﬁ e assim (A, B) e (C,C) séo colineares.
(3) Suponhamos A # Be C # D.

Se AB=CD, entao A,B,C,D € f@ e deduzimos que (A, B) e (C, D) sao colineares.

Agora suponhamos que (4, B) e (C, D) sejam colineares e tomemos r, reta, que testemunha tal
suposicdo. Como A e B pertencem a r e determinam uma tnica reta, concluimos que r = AB. Mas
também C' e D pertencem a r e determinam uma tnica reta. Logo CD =r = AB. O

Definigao 4. O comprimento de um segmento orientado € a distancia entre sua origem e sua
extremidade.

Todo segmento orientado nulo tem comprimento zero e esses sao os Unicos com esta propriedade.
Definicao 5. Sejam (A, B) e (C, D) dois segmentos nao-nulos. Diremos (A, B) tem mesma direcdo

que (C, D) se, e somente se, j@// .
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Vale lembrar que as retas r e s sao ditas paralelas se, e somente se, existe um mesmo plano que as
contenha e além disso r = s ou rNs = 0.

Definigao 6. Sejam (A, B) e (C, D) dois segmentos nao-nulos de mesma dire¢io. Diremos que (A, B)
tem mesmo sentido que (C, D) se, e somente se:
(1) (A, B) e (C,D) nao sao colineares e os segmentos de reta AC e BD ndo se encontram; ou
(2) (A,B) e (C,D) s@o colineares e a semirreta de origem em A e determinada por B estd contida
ou contem a semirreta de origem C e determinada por D.

Uma vez que um segmento orientado é como formalizamos uma “seta”, segmentos orientados nao-
nulos de mesmo sentido sao “setas paralelas apontando para o mesmo lado”!

Definicao 7. Dois segmentos orientados nao-nulos de mesma direcao, que nao tém mesmo sentido,
serdo ditos de sentidos opostos.

Definigao 8. Se (A,B) e (C,D) sdo segmentos orientados, diremos que (A, B) € equipolente a
(C,D) se, e somente se:

(1) A=BeC =D, ou

(2) A+ B, C # D e (A, B) tém mesmos comprimento, direcao e sentido que (C, D).

Denotaremos esta situagdo por “ (A, B) ~ (C,D) ”.

E importante notar que um segmento orientado nulo é equipolente a somente outro segmento
orientado nulo.

A comparagao entre segmentos orientados definida por “~” é um exemplo do que serd oportunamente
chamado de relagao. Além disso, esta relagdo também é exemplo de relagao de equivaléncia porque:
(1) (A, B) ~ (A, B), para qualquer segmento orientado (A, B). Quando uma relacao satisfaz essa
condicao é chamada de relagao reflexiva;
(2) se (A,B) ~ (C,D), entao (C,D) ~ (A, B), para quaisquer segmentos orientados (A, B) e
(C, D). Nesse caso a relagao é dita relacao simétrica; e
(3) se (A,B) ~ (C,D) e (C,D) ~ (E,F), entao (A,B) ~ (E,F), para quaisquer segmentos
orientados (A, B), (C, D) e (E, F). Essa condigdo é defini¢do para uma relagdo transitiva.
Toda relagao, que é simultaneamente reflexiva, simétrica e transitiva, é chamada de
relagao de equivaléncia! Os comentérios do pardgrafo anterior provaram que:

Proposigao 2. A relacdo de equipoléncia € relagdo de equivaléncia. O
Proposicao 3. Sejam A, B e C, pontos. Se (A,B) ~ (A,C), entio B=C.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que (4, B) ~ (A, C).

Se A = B, entdo (A, B) é nulo, (A,C) também deve ser nulo e consequentemente C' = A = B.
Estudemos o caso no qual A # B. Nesse caso, (A4, C') ndo pode ser nulo e dai A # C. Como (4, B) tem
mesma diregao que (4, C), deduzimos que AB//AC. Mas duas retas paralelas tém ponto em comum
somente quando sdo coincidentes e tém-se que AB = AC. Como a distancia de A até B é a mesma
que de A até C e as “setas estdo apontando para o mesmo lado”, temos que B = C. ]

Exercicio 1. Sejam A, B,C e D, pontos. Mostre que:
(1) se (A,B) ~ (C,D), entio (B, A) ~ (D,C);
(2) se (A,B) ~ (C,B), entao A=C.

Teorema 4. Sejam A, B e C, pontos. Existe um tnico ponto X tal que (A, B) ~ (C, X).

Demonstragdo. Se A = B, basta tomar X = C. Suponhamos A # B. Existe uma tnica reta r tal
que r//AB e C € r. Seja z a distancia de A até B. Em r existem exatamente dois pontos de r que

distam = de C. Somente um deles “aponta” para o mesmo lado que (4, B) e seja X esse ponto. Logo
(A,B) ~ (C, X).

Se Y é tal que (A,B) ~ (C,X) e (A,B) ~ (C,Y), teremos que (C, X) ~ (C,Y). Pela proposigao 3,
X=Y. U
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2. VETORES

Definicao 9. O vetor determinado pelo segmento orientado (A, B) é o conjunto de todos os
segmentos orientados (do espago) equipolentes a (A, B). Denotaremos tal conjunto por AB. O vetor
nulo — denotado por 0 - é o vetor determinado por um (ou qualquer) segmento orientado nulo.

Dado que todo vetor é um conjunto de segmentos orientados mutualmente equipolentes, é comum
dizer que um vetor é uma classe de equipoléncia.
Imediatamente temos que:
(1) (4,B) € 4B,
(2) (X,Y) e AB se, e somente se, (X,Y) ~ (A, B),
(3) AB = CD se, e somente se, (A,B) ~ (C,D), e
(4) se ¥ é um vetor arbitrdrio, entdao (A, B) € U se, e somente se, AB =
Por causa do ultimo item, cada elemento de um vetor determina ou representa o vetor! Por isso
cada elemento de um vetor serd chamado de representante do vetor. Sendo assim, desenharemos
representantes de um vetor e nao propriamente o vetor em si. O préximo teorema vai mostrar que um
vetor admite reprensentante com origem em qualquer ponto do espago.

Teorema 5. Sejam A um ponto e U um vetor. Eziste um tnico ponto B tal que U = AB.

Demonstracdo. Como U é um classe de equipoléncia, existem C e D, pontos, tais que 7 =CD. Pelo
teorema 4, existe tnico ponto B tal que (A B) (c, D) Sendo assim, U C_D> AB.

Suponhamos que F é ponto tal que AE = 7. Logo AE =AB e (A, E) ~ (A, B). Pela proposigao
3, E = B e concluimos a unicidade. O

Corolario 1. Todo vetor € um conjunto infinito.

Demonstracdo. Por absurdo, seja ¥ um vetor que ¢ um conjunto finito de segmentos orientados 2 a 2
(mutualmente) equipolentes. Seja O o conjunto das origens dos segmentos orientados que representam
v. Naturalmente O também é finito. Como o conjunto dos pontos do espaco ¢ infinito, existe A que é
ponto do espaco e nao é ponto de O. Pelo teorema anterior, existe ponto B, tal que AB = 7. Nesse

caso, (A, B) € U e deverfamos ter A € O, o que gera uma contradicao. O
5
B /Ia/// J,f"’ Exercicio 2. Dado que qualquer vetor tem infi-
o /Gv/ - ’ ' / nitas maneiras de ser descrito ou representado,
. ///Er/ / / /) escreva o0s vetores a sequir de todas as maneiras
la / / 4/% ] possiveis, usando somente os pontos de da ﬁgum ao
/ e / lado. (Por exemplo, 0 =A4 = BB =CC =
f,ﬂ"/ - / / /,f’/ DD =FEE=FF =... ¢ assim por diante.)
e —— o . N N
/ /w’ i (1) AB (5) DH (9) EH
(2) AK (6) MA (1) EP
I —  F (3) AF (7) NC (11) EN
" (4) HF (8) LJ (12) JE

Exercicio 3. Sejam A, B, C, D e E, pontos. Prove que:
(1) AB=CD = AC = BD (2) BC =AE = EC = AB

Definigao 10. Se (A, B) € representante do vetor ¥, o vetor BA - denotado por — v — serd chamado
de vetor oposto de V.

A — — — )
Imediatamente temos que —0 = 0 e que ¥ = —7 se, e somente se, ¥ = 0. Ainda —(—7) = 7.
Definicao 11. Os vetores U e U serdo ditos paralelos ou de mesma direcdo — denota-se por @ //V
— se, e somente se, um deles é nulo ou ambos sdo nao-nulos e todos 0s representantes de U tém mesma

direcdo que aqueles que representam U .

Sendo assim, por definicao, o vetor nulo tem mesma diregdo que qualquer vetor. Observe que “ter
mesma diregao é uma relagao transitiva entre os vetores nao nulos” mas nao podemos dizer o mesmo
quando tomamos todos os vetores. Por qué?
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Definicao 12. Os vetores paralelos U e U serdo ditos de mesmo sentido se, e somente se, um deles
é nulo ou ambos sdo ndo-nulos e todos os representantes de U tém mesmo sentido que aqueles que
representam U .

Vetores paralelos que nao tém mesmo sentido serao ditos de sentidos contrdrios.

. —->
Portanto o vetor nulo tem mesmo sentido que qualquer vetor. Se ¥ # 0, observa-se que — ¥ //¥
mas U e —v tém sentidos contrarios.

Observagao 2. Se tomamos somente vetores nao nulos e mutualmente paralelos, observamos que “ter
mesmo sentido” € uma relacdo transitiva mas o mesmo nao pode ser estabelecido quando incluimos o
vetor nulo nesta comparagao.
Ainda, se ®, T e W sdo todos nao nulos, @ tem mesmo sentido que U e U tem sentido contrdrio
—> ~ - . s —>
ao de w, entao u tem sentido contrdrio ao de W.

Exercicio 4. Mostre que, para U e U, vetores, e v tém sentidos contrdrios se, e somente se, U e
—7U tém mesmo sentido.

Definicao 13. A norma (mddulo, comprimento ou tamanho) de um vetor é o comprimento de

—> . —> ,
um (qualquer) dos seus representantes. A morma do vetor U serd denotada por ||T||. Um vetor é
unitdrio quando, e somente quando, tiver norma 1.

Observa-se que HHH = 0 e que ||T]| = 0 se, e somente se, T = 0. Ainda ||-%@]| = ||@]|, para
qualquer vetor .

3. SOMA DE VETOR A PONTO

Definigao 14. Sejam P um ponto e ¥ um vetor. A soma de P com U é o (tinico) ponto Q tal que
= PQ — e serd denotado por “ P +

»”

g
Escreveremos “ P — ¥ 7 para P + (—=7). Imediatamente temos que P + 0=PeP—-0=P;
— N —
enquanto P + v = P se, e somente se, v = 0.

Proposicao 6. Sejam A e B, pontos, e U e v, vetores. Temos:
(1) se A+ U =A+ 7, entao U =
(2) (A+7)-T =4, ¢
(3) se A+ ¥ =B+ U, entio A= B.

@i

>

Demonstragio. (1) Suponhamos A+ % = A+ ¥ = C. Logo @ = AC =
(2) Seja D=A+ 7. Dai ¥ = AD e —¥ = DA. Portanto (A+ V) -7 =D+ (—7) =D+ DA = A.
(3) Se A+ ¥ = B+ U, entao, pelo item anterior, A= (A+7) -7 =(B+7)— U =B. 0O

—
v.

Proposicao 7. Para U, T

e somente se, U=V ou U = —70.
Demonstracido. Se © = U ou ¥ = — U, entdo 1_[// U. Resta-nos provar uma implica(;éo Suponhamos
% //7. Fixemos um ponto A e sejam B=A+ 4 e C = A+ 7. Logo AB =%, AC = @//%ﬁ

consequentemente 4B = 4C. Dado que ||Z]| = || ]|, o ponto A equidista de B e C. Como A, Be C

estao alinhados, ou B = C ou A é ponto med10 do segmento de reta BC Se B C, entdo U = =AB =
AC =7.Se Aé ponto médio de BC, entdo AB = C'A ou seja, U = =AB=-AC = - 7.

O

<}

Exercicio 5. Mostre que ara U e U, vetores, tém-se © = U ou u = —U Se, € somente se, U e
) ) ) ) )
sao vetores pmalelos e de mesmo compr 1mento.

4. A ESTRUTURA ALGEBRICA

Definicao 15. Sejam v um vetor e o um nimero real. O produto de o por U — denotado por av
— € o vetor determinado da sequinte maneira:
s — - s —
(1) sea=0o0uv =0, entdo av = 0;
—
(2) se W # 0 ea >0, entdo a¥ é o vetor de mesma dire¢do e mesmo sentido que T, tal que

la @]l = laf - 171I;
(3) se U # 0ea< 0, entdo a¥ é o vetor de mesma dire¢ao de U e sentido contrdrio ao de U,
tal que @@ | = |al- || 7.
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Como os ntimeros reais sao normalmente chamados de escalares, chamamos a agao que acabamos de
definir também de multiplicagao (ou produto) por escalar ¢ o de miltiplo escalar. Induzimos
que aT//T e que ||aT|| = |a| - || 7] em qualquer situacao.

A construcao de a¥, paraa #0e U # 6, é justificada pelo seguinte:

(1) Sejam z = |a| - || 7| e A, B, pontos, tais que AB =7.

(2) Seja C' € AB, tal que a distancia de A até C é x e C estd no mesmo lado que B com relagao ao
ponto A.

Logo AC e_g_fi tém mesma direcdo de U e comprimento x. Ainda AC tem mesmo sentido que U,
enquanto C'A tem sentido contrario ao de ¥. A construcio estabeleceu um vetor com as propriedades

requeridas. Seja U tal que U //V e || 4|l = |a|- || 7||. Naturalmente ||| = z. Pela proposi¢ao 7, temos
que © = AC ou @ = —AC. Se U tiver mesmo sentido que ¥, entao & = AC caso contrario, © = CA.

Podemos concluir rapidamente que, para qualquer vetor v e a € R:
(1) 1T ="V e (-1)V =-7.

— —
(2) a¥ = 0 se, e somente se, « =0ou ¥ = 0,

Proposigao 8. Para U, vetor, e a, 8 € R, a(B7) = (af) V.

Demonstragdo. Se T = 0 ou af8 = 0, vale que a(fV) = 0 = (aB)¥. Suponhamos T # 0eaB 0.
Logo ¥, a(B7) e (aB)¥ sao paralelos entre si e todos nao nulos. Como a(37) e (a3)V tém mesmo
comprimento |af| - || 7|, deduzimos que a(87) = (aB8)V ou a(87) = —((B) V), pela proposicao 7.
Estudemos os casos:

(1) Caso a < 0 < f3, temos que (aB8)¥ e U tém sentidos contrdrios. Como U e U tém mesmo
sentido, a(B7) e BV tém sentidos contrarios, segue que «(37) e U tém sentidos contrarios.
Portanto (a8)7 e a(87) tém mesmo sentido.

(2) O caso <0 < «a é andlogo ao anterior.

(3) Sea>0e >0, entdao ¥, BT, a(Bv) e (aB)¥ tém mesmo sentido.

(4) Suponhamos o < 0e < 0. Dal ¥ e (o8)7 tém mesmo sentido. Sabe-se que a(87) e U tém
mesmo sentido, pois 37 e U tém sentidos contrdrios e a(87) e SV tém sentidos contrérios.

Em qualquer dos casos, a(37) e (a3)7 tém mesmo sentido e portanto vale a igualdade. O

Definicao 16. Dados o vetor U e o real a # 0, definimos o vetor g =17, Se ¥ # 0, daremos o

- v
nome de versor de v para o vetor =T

Exercicio 6. Sejam W, vetor, e a,, 3 € R. Mostre que:
(1) ~(@¥) = (~a)T = a(~7).

(2) Se B #0, entdo%:%@’e%:?

~ . o ~ v d
Proposigao 9. Sejam U e U e, vetores, e o € R, ndo nulo. Entio ol = U se, e somente se, U = =.
Demonstracdo. Suponhamos a@ = v. Dai

N
R 1 _ 1 1., U
u=1u=—-a|u=—(aW)=—-0 =—
« a a
rid ~
Reciprocamente, se @ = %, entao
v 1
— v — — —
au=a|—|=(a—|v=1v=1v.
a a
O
Exercicio 7. Sejam W, v, vetores, e o, 3 € R. Mostre que:
(1) sea’ =aT ea#0, entdo & =7, ¢
2) seatl =av, entdoa=0ou U =7.
b
Proposicao 10. Sejam U um vetor ndo nulo e o, 3 € R. Se a¥ = BT, entdo o = .
Demonstragdo. Suponhamos que o = 7. Naturalmente |af - | 7] = |B] - || 7] e, dado que || 7| # 0,

conclui-se que |a| = |B]. Estudemos os casos:
(1) Se =0, entao § =0. Dai o = 8.
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(2) Caso o > 0, tém-se 3 # 0. Dado que a¥ e ¥ tém mesmo sentido, tém-se que 37 e ¥ tém

mesmo sentido. Portanto 8 >0e = |5 = |a| = a.
(3) Caso a < 0, tém-se 3 # 0. Dado que a¥ e U tém sentidos contririos, tém-se que 37 e U tém
sentidos contrérios. Portanto 8 < 0, =8 =8| = |a| = —a e a = 3. 0
Coroldrio 2. Sejam T um vetor e a, 3 € R. Se aT = BT, entdo T = 0 ou a = f. O

Proposigao 11. Sejam T um vetor ndo-nulo e U um vetor qualquer. Temos que U //T se, e somente
- —> —>
se, existe a € R tal que v = av.

Demonstragdo. Se U é miltiplo escalar de ¥, certamente @ //U. Agora suponhamos que u//v Se
7 = 0, temos que ¥ = 0¥. Suponhamos que @ # 0. Como 0 # @//V # 0, temos que \u\l// T

e tém mesmo comprimento (ambos sdo unitdtios). Pela proposigdo 7, temos que ﬁ = ”T).” ou

N
HT)'I . Sendo assim,

Em ambos os casos, @ é multiplo escalar de 7. O

Corolario 3. Sejam U e U wvetores. Temos que U //V se, e somente se, U é mailtiplo escalar de U ou
—> . 1. —
v € maltiplo escalar de . O

Corolario 4. Sejam A, B e X pontos tais que A # B. Sao equivalentes:
(1) X € AB,
(2) AX//AB e
(8) existe A € R, tnico, tal que X = A+ MB.

Demonstracao. Suponhamos X € z@ Se X = A, logo AX = 6), que é paralelo a AB. Se X #+ A,
entdo AX = AB e tém-se AX//AB.

Se AX//AB pela proposicao anterior, ex1ste A€ R tal que A AX = )\AB Portanto X = A + AX =
A+ M\AB. Se pweREétal que X = A+ /LAB obtemos que AX = )\MB = UAB. Pela proposigao 10,
A= p.

Suponhamos que X = A + )\A—B), para algum A € R. Dai AX = M\B. Se X = A, entdo X =€ j@
Caso X # A, temos que o segmento orientado (A, X) é paralelo ao segmento orientado (A, B) e dai
jﬁz//A . Dado que A é ponto comum as duas retas, AX = ABe X € AB. |

Obervamos que, nas condi¢oes do ultimo corolario:
(1) X = A se, e somente se, A =0,
(2) X = B se, e somente se, A = 1,
(3) X estd entre A e B se, e somente se, 0 < A < 1,
(4) A estd entre X e B se, e somente se, A < 0, e
(5) B estd entre X e A se, e somente se, A > 1.

Exercicio 8. Sejam A,B,C, D, E, F, G H 1,J pontos dzstmtos de uma reta que estejam nesta ordem
tgualmente espacados. Sejam s = AB T = GD W =Al e T =CH. Determine o que se pede

(1) A em fungio de B e S (5) B em fun¢io de C e T (9) C em funcio de A e U
(2) C em fungdio de E e ? (6) AJ em fungio de T (10) DF em fungio de T)’
(3) H em fungao de C e s (7) DA em fungdo de @ (11) D em fungdo de J e 27
(4) A em funcio de I e I (8) G em fung¢io de H e @ (12) U em fungio de @

Deﬁmgao 17. Sejam ¥ e U wvetores. Fizado um ponto A, se]am B=A4+% e¢C =B+ 7. Definimos

o vetor AC' como sendo “ T + T ” a soma de U com T.

Se fixamos E, ponto, e tomamos F' = E+ u ¢ G = F + ¥, temos que EG = AC. Portanto, o
calculo da soma de vetores independe da escolha E(j primA_ejro ponto como “ponto de partida”. Sendo
assim, se X, Y e Z sao pontos, temos que XY + Y7 = XZ.

Proposicao 12. Para quaisquer vetores U, U e W, temos:
6
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6:7,» (3) T+T=T+7T, e
(-2)=0, (4) @+ +@=d+ (T +0).

Demonstracdo. Fixemos A e seja B = A+ 1. Dai @ = AB, -7 = BA,

T+0=AB+BB=AB=7 e W+ (-0)=AB+BA=44=70.

Sejam C=B+7veD=A+ 7. Logo ¥V = BC = AD e, consequentemente, AB = DC. Portanto,

T+ T =AD+AB=AD+DC=AC =AB+BC =1 + 7.

Seja = C + @ e temos que @ = CE. Daf
(@+T)+@W=AC+CE=AE=AB+BE=AB+ (BC+CE)=T+ (T +®) .

Exercicio 9. Prove que, se A € ponto, ¥ e U sdo vetores, entio (A+ W)+ U =A+ (4 + V).
Exercicio 10. Sejam A e B pontos, e U e U vetores. Prove que, se A+U = B+7, entdo © = AB+ 7.

Exercicio 11. Determine relacio entre U e U, sabendo que, para um dado ponto A, (A+U)+ 7 = A.

—> —

Proposicao 13. Seja W um vetor nao nulo. Se @ e U sdo vetores paralelos a W, entdo U + U €
paralelo a W.

Demonstracdo. Tomemos ¥ e U vetores paralelos a w. Se @ é nulo ou ¥ é nulo, naturalmente @ + v
-
¢é paralelo a . Suponhamos que ¥ # 0 # vU. Fixemos um ponto A e sejam B=A+ 7 e C =B+ 7.
—>
Como U // 7, as retas AB e %(f’ sdo paralelas e coincidentes. Sendo assim, o vetor ¥ + U = AC ¢

paralelo ao vetor U e em consequéncia ao vetor . O

Coroldrio 5. Sejam U e U, vetores paralelos.
(1) Se @ e ¥ tém mesmo sentido, entdo ¥ + U tém mesmo sentido que U (ou V) e |4 + V| =
12| + 7]
(2) Se W@ e U tém sentidos contrdrios, entio | + || = | |Z|| — | T|||. Ainda, T+ T tem mesmo
sentido que aquele de maior norma entre U e U.

Demonstracdo. Sejam A, ponto, e B= A+ 4 e C = B+ ¥. Dado que ¥ e U tém mesma direcio,
esses pontos estao alinhados.

(1) Suponhamos que % tem mesmo sentido que T. Se @ = 0 ou ¥ = 0, o resultado vale. Estudemos
0 caso no qual 4 # 0 # 7. Dado que @ e U tém mesmo sentido, B estd entre A e C. Sendo assim,
4 + U = AC tem mesmo sentido que % e que T e, além disso, sua norma, que é a distancia de A
até C, é a soma da distancia de A até B com a distancia de B até C. Ou seja, |7 + V| = ||AC|| =
\ABI + |1 BC) = 7] + |7

(2) Suponhamos que U e U tém sentidos contrarios. Portanto nenhum deles é nulo. Estudemos os
casos:

(a) Tomemos o caso |Z]| > ||V|. Dai C = A ou C estd entre A e B. Logo AC' tem mesmo

sentido de AB, ou seja, @ + ¥ e ¥ tém mesmo sentido. Ainda |AC| = |AB|| — |BC| e
12+ 7l =12l - 7] . .

(b) Tomemos o caso ||| < ||7]. Dai A estd entre C' e B. Logo AC tem mesmo sentido de BC, ou

seja, ¥ + T e T tém mesmo sentido. Ainda |AC| = |BC| - |AB|| e [|Z + T| = |12 - |I7] |-

|

Teorema 14. Sejam W, vetor, e a, 8 € R. Entio (o + B)U = ot + B4.

Demonstracdo. Se af =0ou & = 6, o resultado vale. Suponhamos @ = 0e af # 0. Imediatamente
temos que o, S, (a+ B)W e o + U tém mesma diregao que U (pela proposigao 13).

Estudemos os casos nos quais a3 > 0:
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(1) Seaw> 0 e B> 0, conclui-se que a+ 8 > 0e &, atl,SU e (a+ B)4d tém todos mesma diregio e
mesmo sentido. Pelo coroldrio anterior, temos que o + U tem mesmo sentido que (o + 8)4. Como

o+ B = (e + B) 1 E|| = al|Z| + BN = la@Z]| + [|B2] = [laW + B ,
conclui-se que (o + 8)W = a¥ + BU.

(2) Sea < 0e B <0, conclui-se que a+ 3 < 0eat,Bu e (a+B)U tém sentidos contrarios ao sentido
de 4. Pelo corolério anterior, temos que au + Su tem mesmo sentido que (o + 3)uw. Como

I+ B)2|| = —(a+ B) ¥ = —a||Z] - B2 = lla@]| + |BZ = [e? + B2 ,
conclui-se que (a + 8)W = ot + Bu.

Suponhamos a3 < 0. Nesse caso, observamos que o + 3| = [|a] — |B]| e que
1o+ B) || = lov+ Bl [ 2] = [ll = 1B]] [172]] = ‘lal 12z =18l 12| ‘ =|llo@]| = 8% | = lla + p|

pelo corolério anterior e pois que @ e 37 tém sentidos contrdrios. Sem perda de generalidade, vamos
que o > 0 > [ e estudaremos os casos possiveis:

(1) Se ||a%|| > ||BW]|, entdo oW + fU,ad e U tém mesmo sentido, pelo coroldrio anterior. Dado
que a||Z]| = ||a|| > ||B¥| = =B |||, tém-se que a + > 0 e (o + B3)U tem mesmo sentido
que . Sendo assim, a®¥ + S%U e (a+ 8)¥ tém mesmo sentido.

(2) Se |la%|| < ||B%]|, entdo oW + B4 tem mesmo sentido que 3%, pelo coroldrio anterior. Dado
que a||7|| = ||a@]] < ||BT] = =B ||u]|, tém-se que a+ 3 < 0 e (a«+ §)W tem sentido contrério
ao de @. Logo (a+ )W tem mesmo sentido que Bu. Consequentemente, o + U e (a+3)d
tém mesmo sentido.

(3) Se [la@|| = [|BU]|, entdo o [|@]| = [|[a%| = [|B¥] = B[ ¥] e a+ B =0. Logo a¥@ = -5 e
—
(a+pB)d =0 =au + B7.

Em qualquer dos casos possiveis, (a + 3)U@ = ot + 84. O
Definigao 18. Sejam @ e U wetores. Definimos a diferenca entre U e T por © — U = U + (—7).
Exercicio 12. Mostre que, para os vetores T, U e U, tém-se T+ U = U se, e somente s, T = U6 — U
Exercicio 13. Mostre, para os vetores U e U, temos que —(U + V) = -4 — 0.
Proposigao 15 (Lei do Cancelamento). Sejam @, ¥ e W vetores. Se @ + T = U + W, entdo ¥ = 0.

Demonstracdo. Se U + U = U + W, entdo

=l

T=04T=(-T+0)+T=-T+@+7)=-T+@+0)=(-T+0)+T =0+ =u.

E finalmente relacionamos a soma de vetores com a multiplicacdo por escalar.
Teorema 16. Sejam U e U, vetores, e a € R. Entdo o(Ud + U) = ot + a.

Demonstragio. Se U //V, podemos supor, sem perda de generalidade, que @ = AU, para algum A € R.
Dai, pelo teorema 14,

(T +7)=aAT+7)=a((A+1)7) = (a(A+1))T = (aA+a)T =a(A\T) + a¥ = a¥ +aT .

Se a = 0, também validamos a tese do teorema. Seguimos, entdo, supondo que o # 0 e @ e ¥ nio sido
paralelos. Consequentemente, @ # 0 # .

Tomemos o caso a > 0 e sejam A, ponto, B=A+ % e C = B+ 7. Logo A, B e C formam um
triangulo. Sejam D = A + aAB e E = A+ aAC. Como a > 0, temos que D esta na reta /@ e do
mesmo lado que B com relacao ao ponto A. Pelo mesmo argumento, E estd na reta /ﬁ e do mesmo
lado que C' com relagao ao ponto A. Os triangulos AABC e AADFE sao semelhantes por causa dos
angulos coincidentes CAB e EAD e posto que o lado AC estd para o lado AE na mesma razio (a
saber a) que o lado AB estd para o lado AD. Sendo assim, o segmento orientado (B, C) é paralelo e
tem mesmo sentido que o segmento orientado (D, E). Devido & semelhanga entre os tridngulos citados,
temos que DE = aBC. Sendo assim,

a(T + V) = aAC = AE = AD + DE = aAB + aBC = a% + a7 .
8
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Agora suponhamos « < 0. Pelo visto no pardgrafo anterior, temos que
(—a)(T + V) = (—a)U + (-) ¥
= —at —a¥ = —(au + a?), pelo exercicio 13,

) = a(T +7) .

Uma vez que (—a)d + (—a)

- =

ot +a¥ =—((—a)(T+ 7

—

Exercicio 14. Sejam U, U vetores e X\, i € R. Prove que:
(1) MW —7) =Mud — \V. (2) A= p)d =2\t — pad.

Exercicio 15. Para @ e U, vetores e b,c € R tais que b 7é 0 e c # 0, prove que:

= —

(1) u-lﬁ)-v :%+% (2) u;v :%7% (3) +7 — cv;;bu (4) 77&2 cvb—cbu

Para as préximas duas questoes, ABCDEF é um hexdgono regular de
centro O (como o da figura ao lado).

Exercicio 16. Determine o que se pede:

(1) A+ AC + AE + DO (4) AC + AE + DO
P (2) LAO+CF + 10D (5) AF+FE+ED+DC+CB+
(3) A+ FO +CD BA+0OB+0D

Exercicio 17. Prove que AB + AC + AD + AE + AF = 640.

Exercicio 18. Para o cubo da figura ao lado, determine o que se pede:

(I)A—I-E-i-zﬁ—f—ﬁ E *ﬁl:

(2) CD — DH — GH + AH + AB D)o Je
(3) AB+ DC + AE + FG + EH + BF

(4) DF — EG + FC + BE + AG — BH N7

Exercicio 19. Num tmangulo AABC sejam M N, P os pontos médios dos lados AB, BC e AC,
respectivamente. Mostre que AN + BP + CM=0.

Exercicio 20. Sejam A, B e C trés pontos quaisquer, com A # B. Prove que:
X € um ponto do segmento AB <— ﬁ:aﬁ—kﬁaﬁ coma>0,>0ea+p=1.

Exercicio 21. Sejam A e B pontos distintos, e tome o ponto C na reta /@ de tal forma que AC =CE

s 7

para r,s € R, nao-nulos. Escreva AC ¢ CB em fungao de AB, res.

Exercicio 22. Um triangulo tem vértices A, B e C'. Prove que X € um pontoﬂerior ao AABC
se, e somente se, existem reais o e B, a > 0, f > 0, tais que a + 5 < 1 e CX = aCA + ﬁCTB>.
(Lembrete: Um ponto é dito interior a uma triangulo se, e somente se, € interior a uma segmento
que tem uma extremidade em um vértice e a outra extremidade interior ao lado oposto.)

Exercicio 23. Prove que as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo ponto médio.

Exercicio 24. Prove que o segmento de reta, determinado pelos pontos médios de dois lados de um
triangulo, é paralelo ao terceiro lado do triangulo e tem metade da medida deste.

Exercicio 25. Um trapézio é um quadrildtero que tem dois, e somente dois, lados paralelos. Os
lados paralelos de uwm trapézio sao chamados de bases. Prove que o segmento de reta de extremidades
nos pontos médios dos lados nao-paralelos de uma trapézio é paralelo as bases, e sua medida é a média
(aritmética) das medidas das bases.
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MARCELO DIAS PASSOS

RESUMO. Estas notas foram digitadas durante os cursos de MATB34 (Geometria Analitica e Algebra
Vetorial) em 2021 (semestres 2021.1 e 2021.2).

Tomemos um vetor ndo-nulo %. J& obervamos que os multiplos de ¥ sdo exatamente os vetores
paralelos a . Se ¥ também é nao-nulo e «, 8 € R, qual a “posicio relativa” de au + 377 Se U = A4,
entdo au + BV = (a+ BA)U, que é paralelo a . Portanto, se ¥ //W, conclui-se que oW + 37 sera
paralelo a .

Sejam entdo ¥ e U tais que U v. Como convencionamos que o vetor nulo é paralelo a todo e
qualquer vetor, imediatamente temos que © # 0 # ¥. Fixemos O, um ponto arbitrario, e sejam
A=0+deB=0+7. Dado que YNV, O, A e B nao estao alinhados e determinam um tnico
plano que chamaremos de 7. Portanto, se o, 5 € R,

O—i—aﬂ’e&igw, O—i—ﬁi’eﬁgw etambém P =0+ (oW + 87) €.
Portanto a@ + 37 = OP, ou seja, au + BV admite um representante que tem origem e extremidade

em 7.

A discussao acima inspira as proximas definigoes:

Definicao 1. Sejam u© um vetor, r uma reta e m um plano. Diremos que:
(1) T)/r se, e somente se, existem A, B € r tais que T = AB, e
(2) V//w, se e somente se, existem C,D € 7 tais que @ = CD.

Teorema 1. Sejam U e U tais que TN
(1) Para o, €R, au + BV = 0 se, e somente se, a =0 = 3,
(2) Para v,6,\,u € R, U + 30 = AU + pU se, e somente se, y=Xed =y, e
(3) Seja m um plano tal que @ //m e U //w. Para @, vetor

W//m se, e somente se, W =~yU + 6V para inicos 7y, € R.

Demonstragio. (1) Suponhamos que @ + 87 = 0, para o, 8 € R. Sendo assim, a@ = —37. Se
a # 0, também 8 # 0. Logo @,au e ¥ tém mesma diregao, o que é uma contradicao pois u 7.
Portanto a« = 0 = 3. A reciproca é imediata!
(2) Suponhamos que YU + 87 = AW + p¥, 7,5, \, u € R. Logo
0=(T+67)- MNT+uB)=(-NT+ (-7

Pelo item anterior, y —A=0=4§ — u, ouseja, y=Ae d = pu.
(3) Fixemos O, P € 7 tais que @ = OP. Sejam A = O+ e B = O+ 7. Pelo ponto P tracemos a reta
t, que é paralela a reta &Zl Como t é paralela a &)4, entao @ )3(5)4 e consequentemente t encontra
b@, digamos no ponto Q. Sendo assim, (%j =67, para algum § € R, e Cﬁ’) = U, para algum v € R.
Sendo assim,

OP =0GQ + QP =~ +67. 0

Definigao 2. Sejam m um plano e V2 o conjunto dos vetores paralelos a w. Uma dupla (e1,e3) €
chamada de base para V? se, e somente se, €1,e5 € V2 e &1 Nes.

Dado @ € V?, a dupla (z,y) € R x R tal que U = ze; + yeés € chamada de dupla de coordenadas
do vetor U com relacdo & base (e1,e3). Se B = (e1,¢€3), escreveremos U = (x,y)s para denotar a
situacdo. O escalar v serd chamado de coordenada de U na direcdo e; enquantoy é a coordenada
de U na direcdo .

Date: 2021.
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//'4// - Exercicio 1. Determine as coordenadas dos ve-
S / tores abaizo com relacdo ¢ base B = (AF , AE).

E__— / / / — —> —
B /////”/’/ /’ f,// /J/J/""Jp (Z) O_) (8) Jig (15) @ (22) ]ﬂ
7 [ (2) AF (9) LJ  (16) MC  (23) MJ
//" / ///ﬂ,r// /,f"' / (3) AB (10) EH  (17) MD (24) MK
[ (4) AC (1) EP (1) ME (25) ML
] /[ (5) AR (12) EN  (19) ME  (26) MM
/m// ! (6) HF  (13) JE  (20) MG  (27) MN
/ ///&F// (7) DH (14) MA (21) MH (28) MP

Exercicio 2. As coordenadas dos vetores abaizo sao em relacdo a mesma base B da questdo anterior.
Apresente os vetores apenas usando os pontos da figura.

(1) (1,1) (3) (1711) (5) (0,=3) (7)) (=2,1)  (9) (=3,3) (11) (471)1

(2) (=1.1)  (4) (0,3) (6) (2.-1) (8 (=2,0)  (10) (4,3)  (12) (-4,3)

Teorema 2. Seja B = (e7,é€3) uma base para V2. Se @ = (a,b)p, U = (z,y)5 e X € R, entdo
U+ 7= (a+z,b+y)s e AU =(\a,\b)s.

—

Demonstracdo. Suponhamos que @ = ae; + bes e U = xe; + yes. Portanto:
(1) T+ 7 = (a8 + &) + (27 + y&) = (a -+ 2)& + (b+ 9), enquanto
(2) A4 = Aaeq +bes) = (Na)er + (Ab)es. 0

Exercicio 3. Dados os vetores @ = (—3,4) e U = (1, 2) determinar:
(1) 38 +20 (2) 20 —3W (3) —30 (4) tT+iv (5) =TT () 3L

—

Exercicio 4. Dados os vetores @ = (2,—3) e U = (—1,4), determinar 37 + 27 e 3u —

6

20
Exercicio 5. Determinar o vetor @ na igualdade de 7427 = gfi’, dados @ = (3,—1) e U = (—2,4).
b=

Exercicio 6. Encontrar os nimeros o, 3 € R tais que U = ad + BT;, onde @ = (10,2), (—1,2)

e ¥ = (11,0).
Proposicao 3. Nas mesmas condigoes do teorema anterior,

U//V  se, e somente se, =0.

a
b

Demonstragio. Suponhamos que @ //¥ e, sem perda de generalidade, T # 0. Sendo assim, @ = a7,
para algum « € R. Pelo teorema anterior, conclui-se que a = ax e b = ay. Logo

a
by =ay —bxr = (ax)y — (ay)z =0 .

Agora suponhamos que ay = bx. Se z = 0 = y, entdo U = 0e portanto ¥ //¥. Sem perda de
generalidade, seja x # 0. Logo b = (%) ye

(£)7- ()= (£.2),~ens=5

Sendo assim, U // 7. O

Observagao 1 (Baricentro de um tridngulo). Seja AABC um tridngulo e sejam M, N e P os pontos

médios dos lados BC, AC e AB, respectwamente Sendo assim, OSﬂmentos AM, BN e CP sio

chamadas medianas de AABC. Uma vez que AB)S(AC’ B = (AB, AC) é uma base para os vetores

paralelos ao plano determinado por A, B eC. Sendo assim:
(1) AM = AB + BM = AB + B_C' — AB + BAHAC _ (1 _
(2) BN = BA+ AN = 4B + A_C' = (-1, 1), ¢

(3) CP=CA+ AP = ——AC:

1 ll)
2 2'2)8B’
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Observamos que:
-1
1

2

_— = S
Portanto AMNBN e a reta AM encontra W em um ponto que chamaremos de G. Dado que G é
ponto de AM, concluimos que AG//AM. Suponhamos que AG = (x,y)p. Pela proposi¢ao anterior,

1,13
T4 027 4

Portanto x = y. Por outro lado, B_G://B_N> Uma vez que BG = BA + AG = (=1,0) + (z,2)p =
(x—1,z)g e

-1 z-1 r—1 1-3z
= —r — = .

0:
2 2

|
8

(%) BG = (~55)5=5(-13)s -
(3) CG = CA+AG = (0,-)s + (3. 3)5 = (3. ~2) = 3 (3, -1), = 3CP.

Concluimos que G € ponto de encontro das trés medianas e este ponto divide cada mediana
na razao 2 para 1.

Agora veremos teorema que determina relagao entre as coordenadas de um mesmo vetor com relacao
a duas bases de V2.

Definigao 3. Sejam B = (e7,e3) e C = (JTI, f_lQ)) bases para V2. Se 171) = (a,b)p e ]72) = (¢,d)p, a matriz
(v 3)
b d
€ chamada de matriz de mudanca de base de B para C.
Como base é sempre par de vetores nao paralelos, vale o seguinte resultado:

Corolario 1. Toda matriz de mudanca de base € inversivel.

Demonstracdo. Uma matriz de mudanca de base tem como colunas as coordenadas de vetores nao
paralelos. Pela proposicao 3, essa matriz tem determinante nao nulo e portanto serd inversivel. O

Teorema 4 (Mudanga de base). Nas mesmas condi¢ées da defini¢ao, se M é a matriz de mudanga

de base de B para C, entdo
( ) ( ) ’
v Y

Demonstragio. Fixemos U = (z,y)p = (u,v)c. Temos que

para todo U = (z,y) = (u,v)c.

T =ufs +ufs= u(a,b)s +v(c,d)s = (au+ cv,bu + dv) ; .

Pela unicidade das coordenadas com relagao a base B, temos que x = au + cv e y = bu + dv, ou seja,
Mu_acu_au+cv_a:
v) \b d)\v) \bu+dv) \y/) 0
Exercicio 7. Ache as coordenadas de HL ¢ HN com relagdo o base B (do exercicio 1) e mostre que
nao sao paralelos. Determine as coordenadas dos vetores abairo com relacdo a base C = (HL,HN).

(1) 0 (3) AB (5) AK (7) DH (9) LJ (11) EP (13) JE (15) MB (17) MD
(2) AF  (4) AC (6) HF (8) NC (10) EH (12) EN (14) MA (16) MC (18) ME

Exercicio 8. Sejam B e C bases de V2. Se M € a matriz de mudanca de base de B para C, mostre

que M~ é a matriz de mudanca de base de C para B.
3
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1. ORTOGONALIDADE. PRODUTO ESCALAR

Definicao 4. Sejam U e U wvetores ndo-nulos. Chamaremos de medida angular entre U e U a
medida do dngulo AOB, onde O é um ponto, A= O+ 1% e B= O+ v. Denotaremos esse niimero por
ang (W, V).

Nas mesmas condi¢oes da definicdao, se P é um ponto, Q = P+ @ e R = P + ¥, entdao o angulo
QﬁR é congruente ao AOB. Portanto o célculo de ang(u, v) nao depende dos representantes de U e
de 7 usados. Ainda,

0 <ang(u,v) <.

. — —> — —> - —
Facilmente observa-se que u é paralelo a U se, e somente se, ang(u, v) = 0 ou ang(%, V) = 7.
—
U

Exercicio 9. Sejam ¥ e U wvetores ndo-nulos. Mostre que:

(1) ang(—,7) = m — ang(¥, V), e

(2) se W//V, entdo:
(a) U tem mesmo sentido que U se, e somente se, ang(u, V) =0, e
(b) d tem sentido contrdrio ao de U se, e somente se, ang(d, V) = 7.

—

Exercicio 10. Sejam @ e U wvetores nao-nulos e o, 3 € R, ambos nio nulos. Escreva ang(ai,S7)
~ - >
em funcao de ang(¥, V), a e (.

Definicao 5. Dados os vetores @ e U, diremos que i é ortogonal a U se, e somente se, um deles
é nulo ou ambos sdo ndo-nulos e ang(d, V) = 5. Denotaremos essa relagdo por “ 7 .1LT

Exercicio 11. Sejam U e ¥ wvetores nio-nulos e o, B € R, ambos nao nulos. Mostre que @ L T se, e
somente se, o L fVU.

Proposigao 5. Para @ e T, vetores, @ L T se, e somente se, |@ + T|* = || 2| + || 7|°.

~ . A~ . 4 . — =g — =g

Demonstra¢do. Observamos que a equivaléncia é verdadeira para o caso em que © = 0 ou v = 0.
— e —
Suponhamos w # 0 # V.

Tomemos um ponto A e sejam B = A+ u© e C = B+ ¥. Sendo assim, AC = T + 7. Ainda temos

o s 2 2 2
um tridngulo com vértices em A, B e C. Observamos que | @ + T||” = ||[Z]|” + || 7||” se, e somente se,
~ ey ——
AABC é triangulo retangulo com angulo reto em ABC, ou seja, se, e somente se, BA | BC. Pelo
s —> —> —> —>
exercicio 11, sabe-se que —u 1 ¥ se, e somente se, u | v. O

Definigao 6. Diremos que uma base (e1,é3) € ortogonal se, e somente se, 1 L e5. A base (e7,¢3)
serd dita ortonormal se, e somente se, for ortogonal e &; e €3 forem unitdrios.

és
o2
lez]]

i

Corolério 2. Se (e1,e3) € uma base ortogonal, entio ( ) é base ortonormal. O

2

[

N

Teorema 6. Seja B = (&7, ¢5) uma base ortonormal. Se @ = (z,y)s, entdo || 0| = /22 + 42 .

Demonstracdo. Suponhamos que @ = ze; + yes. Como ey L yes, temos, pela proposicao 5, que
171 = 2 + w3

Dado que €7 e & sdo unitarios, ||zé;|* = 22 e |jy&3]|* = 2. Logo ||Z|| = /2% + 42 . O

Exercicio 12. Dados os vetores © = (1,—1) e ¥ = (—3,4), calcular:

(1) [IZ]] (2) 117 (3) I + 7| (4) 1123 = 7|

Exercicio 13. Calcular os valores de a para que o vetor @ = (a,—2) tenha mddulo 4.
T)) =

(
Exercicio 14. Calcular os valores de a para que o vetor (a %) seja unitdrio (i.e., ter norma 1).

Teorema 7. Seja B = (é1,e3) uma base ortonormal. Se @ = (a,b)p # 0e? = (x,y)B # 0, entio

axr + by

COS (ang(ﬂ), ?)) = W
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Demonstragio. Seja 0 = ang(u, V).
Suponhamos que ¥ = A7¥. Como a = Az e b = My, induzimos que:

ax+by M)z + Ay A@?+y?) A

121120 -1z I e
Se)\>0,0nt509:00%:1:c0s0. Caso>\<0,conclui—sequeﬁzﬂc%:—1:

cos . Portanto o corolério é vélido quando o // 7.

Suponhamos que % }¥ e sejam A um ponto, B= A+ e C = A+ . Fica determinado o triangulo
AABC e o lado BC é oposto ao angulo BAC. Pela Lei dos Cossenos,

=12 _ (=512 . =512 e
IBC|” = [[AC|]" + [AB]" — 2 [|[AC]| - [[AB]| - cos .
ComoﬁazﬂJr;l‘é:(zfa,yfb)B, temos
(z—a)’+@y—0)=(2"+y*) + (a®>+ %) =2 |Z|| - [| 7] - cosb .

Ou seja,
ks

|| - | 7| - cos@ = ax + by ,

e conclui-se a tese. O

Observagao 2. A partir de agora, salvo disposicao em contrdrio, todos os vetores estarao escritos com
relacdo a uma base ortonormal pré-fizada. Sendo assim, deizaremos de fazer meng¢do a base quando
apresentarmos as coordenadas de qualquer vetor.

”

Definigao 7. Sejam @ = (a,b) e ¥ = (z,y). O nimero “ax + by 7 — denotado U © ¥ — serd o

produto escalar (ou produto interno) de U por V.

— —
v

Corolario 3. Nas mesmas condicoes da definicdo, © L U se, e somente se, U e U = 0.

~ = = ’
Demonstragdo. Suponhamos @ L ¥. Se ¥ = 0 ou ¥ = 0, concluimos que v e ¥ = 0. Se ang(u, U) =

,T .
5, pelo teorema anterior,

- —>
0=cos r—__*®Y
A
. - —
ou seja, u ® v = 0.
-

—>

Agora suponhamos 7 e T = 0. Caso @ = 0 ou ¥ = 0, naturalmente @ L ¥. Se @ # 0 # ¥, pelo

teorema anterior,

cos (ang (W, V7)) 0.

IR E
- us

Dado que 0 < ang(w, v') < 7, temos que ang(u, V) = 5. O

Exercicio 15. Sejam O, A e B trés pontos ndo-alinhados. Mostre que:
(1) o dngulo AOB € angulo agudo se, e somente se, OAeOB > 0.
(2) o dangulo AOB € dngulo obtuso se, e somente se, OA e OB < 0.

Pergunta-se: o que acontece se O—A> . O—B) =07

Exercicio 16. Determine ang(u, V') para os casos:

(1) @=(1,0) e 7= (1,1) (2) @=(1,0) eT=(-1,-1) (3) @=(4,L)ed=(-1,0)

Exercicio 17. Determinar o valor de k para que os vetores @ = (—2,3) e U = (k,—4) sejam:

(1) paralelos (2) ortogonais

Exercicio 18. Sejam @ = (v/3,1) e ¥ = (1,k). Determinar o valor de k para que:
(1) 4 e T sejam paralelos,
(2) W e U sejam ortogonais, e
(3) a medida angular entre ¥ e U seja de %.

Exercicio 19. Determinar o valor de a para que seja de § o dngulo entre i = (2,1) e v = (1, a).
Exercicio 20. Determinar o valor de a para que seja de 3= o dngulo entre @ = (2,1) e ¥ = (1,a).

4
5



VETORES DE UM PLANO MARCELO DIAS PASSOS

Proposicao 8. Para ¥, U e W, vetores, e o € R,

(1) oW =7 e,
(2) (W+TV)ewW=Uew+ U ew,
(3) () o T = (T o T),

(5) =0 se, e somente se &= 0; ¢
(6) se @ # 0 # T, entao 4 @ T = ||| - | 7] - cos (ang(W, T)). O
Demonstragio. Suponhamos @ = (a,b), ¥ = (¢,d) e W = (e, f). Logo

1) etV =ac+bd=ca+db= "7 eT7.

EQ) (W+T)ewW=(a+cle+(b+d)f=(ac+bf)+ (ce+df) =" oW+ U ew.

(3) (aW) e ¥ = (aa,ab) e (c,d) = (aa)c + (ab)d = alac+ bd) = a(T e V).

(4) 7o T =a?+0b2=|7|>

(5) Tew =0« |T|* =0 |T=0cT=0.

(6) Pelo teorema 7. 0

Coroldrio 4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se U e U sao vetores, |4 o U| < ||d| - [|F||. E vale
a igualdade se, e somente se, U //7T.

Demonstragdo. Se @ = 0 ou T = 0, temos que | o T| =0 = || T - || 7| e ainda T//T. Suponhamos
-
u#£0#7.

Pelo tultimo item da proposicao anterior:

[ o B = [T 7] - cos (ang(&, 7)) | < |71 -|17]
Além do mais,
T =T 7] & ‘cos (ang (T, 5’))‘ =1 ang(%, T) € {0,7} .
Portanto, vale a igualdade se, e somente se, U // 7. O
Exercicio 21. Sejam U e U, vetores. Mostre que:
(D) [T+ TP = 71" +2(@Ze D)+ [TI°.  (2) (T+7T)e(Z—7)= 2"~ 7|

Corolario 5 (Desigualdade Triangular). Se @ e U sdo vetores, entdo |4 + V| < ||<| + || 7.

Demonstragdo. Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, @ ¢ ¥ < |@ o ¥| < ||4|| - [|7||. Pelo exercicio
anterior:

1T+ T =T ot +2T e ¥ +To¥ < T +2( 7] - T+ T = (7] + 7).
Sendo assim, |7 + 7| < ||| + || 7. O
Exercicio 22. Mostre que, para U e T, vetores, | ||T|| — | 7| | < |7 — 7.
Exercicio 23. Sejam U e U, vetores ambos ndo nulos. Mostre que sdo equivalentes:
(1) 4//T e tém mesmo sentido, (2) |[© + V|| = |||+ |7 e (3) |7 -7 = | Izl — 7 ’
Apresente equivaléncias andlogas a estas para o fato de U e v serem paralelos de sentidos contrdtrios.
Exercicio 24. Para % e U, vetores, mostre as sequintes identidades

17+ T+ 17 - ZI* =22 +2|Z1° e NZ+T| - IT-T° =4(Te7).

Exercicio 25. Mostre que um paralelogramo ABC D tem diagonais perpendiculares se, e somente se,
é um losango.

Exercicio 26. Sejam O, A e B trés pontos ndio-alinhados, U = O—A), T=0Beb = %W + ﬁ
Mostre que o vetor b # 0 e que € paralelo a bissetriz do angulo AOB.

Proposicao 9. Seja @ = (a,b) um vetor. Para U, vetor, ¥ L U se, e somente se, U //(=b,a).

Demonstragio. Se T = (z,y), entao
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0 T (=ba).

ULE’@ax-Fby—O@‘z

]

Definicao 8. Para o vetor @ = (a,b), definimos o vetor U+ = (—b,a).
Proposicao 10. Para i e U, vetores, e a € R:

(1) || = 17, (3) (T+T)- = T4+ 7L, ¢

(2) (,l—[J_)J- = -, (4) (@)t =au+.
Demonstmgdo Suponhamos ¥ = (a,b) e ¥ = (c,d). Logo:

||ULHL_ I(=b,a)ll = Vb* + a* = || 2]
(2)( 1) =(-ba)t =(~a,~b) = -7
(3) (W+ ) (a+c b+d)t =(-b—d,a+c)=(-ba)+ (—d,c)=ut+ v+
(4) (o)t = (aa,ab)t = (—ab,aa) = a(-b,a) = au . 0

- ~ ’ . z 3 7z . z
Corolario 6. Se @ # 0, entio (U, U") € base ortogonal. Se ainda, U € unitdrio, (W, d+) € base
ortonormal. (]
a T

Exercicio 27. Se a,b,z,y € R, mostre que (a,b)* o (z,y) = Pt

Tomemos um vetor v nao-nulo. Fixado um vetor u, gostarfamos de escrever @ = uy + U3, onde
ur//7 e uz L U. Sendo assim, 47 = AU, para algum A € R. Como uz = U — uy e uz @ U = 0, vale
2
0=7e(u—AT)=7"7eud —\|7]

T[ v Loy weV

Ou seja, A = Gk Sendo assim (” Hz) U éparaleloa U e U — (H H2> U é ortogonal a .

1=l

Definicdo 9. Seja T # 0. Dado o vetor @, a projecdo ortogonal de U sobre T é o vetor

eV \ > . L
(Hmz) v, que serd denotado por projzu.

—> —

Proposicao 11. Sejam U, U e W, vetores, e o, pu € R. Suponhamos que U # 0. Entdo:
(1) projy (a®) = aprojzu,
(2) projz (¥ + W) = projz u + projz,
(8) se u# 0, entdo proj(,z)d = projz i,
(4) proj3@ = 0 se, e somente se, & L T, e
(5) projzu = W se, e somente se, U // V.

Demonstragio. (1) projz (au) = <(()“|%.)'2 |
(2) proj (@ + 1) = (%) V= (%) V= (\Fﬂtl\z + ||5n2) = Drojy & + projg .
(3) Suponhamos p # 0. Dal

o (de(ud)), p(de@)\ _, [(p*(de?)) .
proJ(ﬁ)“=<ﬂ> (W)ZM<72 v = TG U = projyu .

(4) Como T # 0,

—> TI;‘? — U.TJ»
v [

(5) Suponhamos projz @ = u. Dado que projzu// 7, entdo U //T. Agora suponhamos @ = 87, para
algum S € R. Dai, pelo item (1)

vevu

Exercicio 28. FEncontrar a projecdo ortogonal de U sobre i, para 08 casos:

projz U = proj(87) = Bprojy v = 3 ( ) T=B7=1.

O

7
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(1) i=(1,1) e 7= (2,5) (2) i=(1,0) e 7= (4,3) (3) i=(4,3) ev=(1,2)
Exercicio 29. Sejam U e U wvetores e suponhamos U # 0. Mostre que |lprojz || = ‘Iﬂ\’%’ﬁ)‘ Se
W # 0, mostre que ainda ||proju| = || 7] - |cos (ang(W, ¥))|.

Exercicio 30. Sejam ¥ ¢ T # 0, vetores. Ache férmula para |d — projz || em funcao de || e
— - . ~ — — >
ang(w,v). Como ficaria em fungdo de | V| e W e U ¥

—

Exercicio 31. Seja AABC um triangulo e suponha que AB = (a,b) e AC = (z,y). Determine
formula para a drea de AABC.

Proposicao 12. Seja (U4, V) uma base ortogonal. Entdo W = projzW + projyw, para todo vetor .

Demonstragio. Fixemos um vetor w. Uma vez que (U, U) é base, existem unicos «, 8 € R, tais que
—» —> —> - >
w=au+ pv. Como u e v =0,

—

We :(aﬂ>+ﬂﬁ)05’:5|\7||2

. _ WeT - . — - . > , ~
Sendo assim, [ = 1772 © BV = projpw. Analogamente, aw = projzw e concluimos a demonstragao.
O
.. . B TV ) T+ (wev )T
Exercicio 32. Seja U um vetor ndo nulo. Mostre que U = (e7) T , para todo vetor .

i
=
°
sl

Exercicio 33. Seja (U, V) wma base ortonormal. Mostre que, W = Vi + (W e U)V, para todo

N
vetor w.

Exercicio 34. Seja B uma base de V2 que é ortonormal. Sejam C = (JT;, E) também uma base de V>
e M a matriz de mudanca de base de B para C. Descreva as entradas da matriz M'M.

Exercicio 35. Sejam B e C bases de V? e seja M a matriz de mudanca de base de B para C. Suponha

1
que B é ortonormal. Mostre que C € ortonormal se, e somente se, MM = (0 (1)>

Exercicio 36. Seja M € May2(R) tal que MM = (1) (1)

M = (cos@ —sen@) ou M = (COSQ sen ) Mostre ainda que MM* = (1 O>,

>, Mostre que eziste 0 € [0,277[ tal que

senf cosf senf —cos6 0 1
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RESUMO. Estas notas foram digitadas durante os cursos de MATB34 (Geometria Analitica e Algebra
Vetorial) em 2021 (semestres 2021.1 e 2021.2).

Para dar coordenadas aos vetores paralelos a determinado plano, precisamos tomar uma dupla de
vetores paralelos a ele, que nao fossem paralelos entre si. Para os demais vetores, ou seja, para todos
os vetores do espago precisamos de mais condigoes.

Definigcao 1. Sejam n € N* e v7,...,v,, vetores distintos 2 a 2. Diremos que v1,...,0, sdo copla-
nares se, e somente se, existe plano w tal que v; //m, para todo i € {1,...,n}, ou seja, existir um plano
ao qual todos os vetores citados sdo paralelos.

Exercicio 1. Nas condicéoes da definicdo mostre que, se n < 2, entdo vy,...,0, sdo coplanares.

Teorema 1. Sejam U,V e W ndo coplanares.

(1) Para o, B,7 € R, QT+ BT +~T = 0 se, e somente se, a=0==~.
(2) Pama,ﬁ YV ER, U+ BV +yW = AU 4+ pTU + v se, e somente se, a =\, B=pey=v.
(3) Para t vetor, existem unicos a, 3,y € R tais que

—

T =aT+ BT +T .

—

Demonstragio. (1) Suponhamos que a@ + 87 + @ = 0, para o, 8,7 € R, e que, sem perda de
generalidade, que v # 0. Sendo assim,

Por resultado anterior, &, U e W seriam coplanares, o que é um absurdo.
(2) Suponhamos que a@ + BV + W = AU + pv + v, para «, 3,7, \, 4, v € R. Logo

O=(a=NT+B-WT+(H-T.

Pelo item anterior, « —A=0=0—pu=~v—v,ouseja,a=\, f=puey=v.

(3) Tomemos @, um vetor. Fixemos O um ponto e sejam P =0+ ¢, A= 0+ W, B=0+ 7T
C = O+ W e 7 o plano determinado pelos pontos O, A e B. Pelo ponto P tracemos a reta r, que é
paralela a reta . Os vetores ¥ e U sao paralelos ao plano 7 e, sendo a551m r nao é paralela a .
SeJa Q a 1nterse(;ao de rem. Dado que OQ//ﬂ' existem «, 8 € R tais que OQ = atu + V. Como
QP//w existe v € R tal que QP = y@. Logo

T =0P=0Q+QP =at + 7+ .
A unicidade dos coeficientes é dada pelo item anterior. O

Definigao 2. Seja V3 o conjunto de todos os vetores. Uma tripla (€1,és,e3) é chamada de base para
V3 se, e somente se, €1,¢es,e;3 sio distintos 2 a 2 e ndo coplanares.

Dado @ € V3, a tripla (z,y,2) € R x R x R tal que U = zeé; + yes + 23 € chamada de tripla
de coordenadas do vetor U com relacao & base (e1,e3,¢e3). Se B = (é1,e3,¢3), escreveremos
—> . ~ . — . ~
u = (z,y,2)B para denotar a situagdo. O escalar x serd chamado de coordenada de © na direcao
— . — . ~ — )y — . ~  —>
e1 enquanto y € a coordenada de u na dire¢cao e; e z € a coordenada de U ma direcao es.

Date: 2021.
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Exercicio 2. Para o cubo da figura ao lado, considerando como base H: G
SA—B), E, AE s determ_z'n)e as coordenadﬂos vetores a seguﬂ . |

)0 (5) AE (9) GH (13) GA ot ||

(2) AB (6) CD (10) AH (14) EC T /¢
(3) AC (1) AF (11) BH (15) HC

(4) AD (8) DH (12) GE Al B

uma base para V3. Se @ = (a,b,¢)p, U = (2,y,2)5 € X € R, entdo

= (
T+T=(atz,btyct+z)s e AT=(A\a,AbAc)s.
(

Demonstragio. Se @ = (a,b,¢)g e U = (x,y,2)5, entdo U = aey + bes + cez e U = xeg + yes + z€3.
Portanto:

—>

(1) @+ 7 = (a+x)er + (b+y)és + (c + z)e3, enquanto
(2) AT = A(aeq + bes + ce3) = (Aa)er + (Ab)es + (Ae)es.

Exercicio 3. Sendo U = (1,-2,4), ¥ = (0,2,5) e W = (1,1, —2), ache as coordenadas de:

(1) T+ 7 (2) -4 +27 (3) 27 + 3w (4) © -7 +206 (5) -iv-1iw

Exercicio 4. Verifique se W pode ser escrito em funcao de U e W, para U, U e W do exercicio anterior.
Exercicio 5. (1,—1,3) pode ser escrito em fungio de (—1,1,0) e (2,3,%)?

Exercicio 6. Sejam OABC um tetraedro, e G o baricentro (encontro das trés medianas de uma
triangulo) da face NABC'. Ezplique por que (O—A)7 O—B), O—C’)) ¢ uma base e ache as coordenadas de OG
nesta base.

Proposicao 3. Nas mesmas condigoes do teorema anterior,

a T

—> /1 —>
w//v  se, e somenle se, e

Demonstragdo. Suponhamos que @ //U e, sem perda de generalidade, que U # 0. Sendo assim,
7 = o, para algum o € R. Pelo teorema anterior, a = ax, b = ay e ¢ = az. Logo

a I
by

=ay —bx = (ax)y — (ay)x =0 .

Analogamente concluimos que os outros dois determinantes serao nulos.

Agora suponhamos que ay = bz, bz = cy e az = cx. Se U = 6, entao U //7. Suponhamos, sem

perda de generalidade, que z # 0 e seja A = 2. Daf a = Az, b = Ay, ¢ = Az e, consequentemente,

U =\U. U
Exercicio 7. Ache m para que W e U sejam paralelos:

(1) @ = (m,1,m) e ¥ = (1,m,1) (2) ¥ =(1-m?1-m,0) e ¥ = (m,m,m)

Observacgao 1. Tomemos @ = (1,0,2) e ¥ = (—1,0,2). Observamos que U nao € paralelo a U e que
1 -1 0 0 1 -1
0 0 2 2 2 2

Logo, o fato de dois dos trés determinantes se anularem, mao € condicao suficiente para que os
vetores sejam paralelos.

—0=

mas ‘ ‘4.

Teorema 4. Seja B uma base para V3. Para @ = (a,b,¢)p, U = (z,y,2)5 e W = (p,q,7)5,

a T p

—_ = = o~

w, U,Ww sdo coplanares se, e somente se, |b y q| =0.
c z r

2
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a x p
Demonstragdo. Seja M = | b y q
c z T

Suponhamos que U, U, W sao coplanares.
Caso U //¥, pela proposigao anterior, deduzimos que

a x
by
Logo, os cofatores da terceira coluna de M sao nulos. Desenvolvendo o determinante por esta coluna,
obtemos que o determinante de M é nulo.

Se U nao é paralelo a U, entdo W = au + 7, para «, 3 € R. Sendo assim, a terceira coluna de M
é o vezes a primeira coluna de M mais 3 vezes a segunda coluna. Portanto M tem determinante zero.

a T
c Zz

by
cC Z

:0:

Agora suponhamos que M tem determinante nulo. Se ¥ //W, entdo U, ¥, W sao coplanares. Supo-
— —

nhamos que U} e, sem perda de generalidade, que x Z' #0. Se B= (e1,¢e3,¢€3), entao C = (e71,e3)

é base para os vetores paralelos a um plano e ((x, Y)e, (p, q)c) é base para esses mesmos vetores. Sendo
assim, existem «, 8 € R tais que (a,b)c = a(x,y)c + B(p, q)c- Logo

a T p a—axr—pPp x p 0 T P z p
0= y q=b-—ay—Fq y q|= 0 Y q=(c—az—6r)y q‘-
c z r c—az—pr =z r c—az—fr z r
Dado que |* Z £ 0, c — az — Br = 0 ou, equivalentemente, ¢ = az + Br. Logo ¥ = a¥ + fU e
0, U, W sao coplanares. O

Exercicio 8. Ache m, de modo que (1,2,2), (m —1,1,m —2) e (m+ 1,m — 1,2) sejam coplanares.

Exercicio 9. Ache m, para que W, U e W sejam coplanares:
(1) @ =(m,1,m+1), ¥ =(1,2,m) ew =(1,1,1)
(2) @ =(m,1,m+1), ¥ =(0,1,m) e w = (0,m,2m)

Agora veremos teorema que determina relagao entre as coordenadas de um mesmo vetor com relagao
a duas bases de V3.
Definicao 3. Sejam B = (6_1)7 e, 8_3)) eC = (f; f; fg’) bases para V2. Se J?l’ — (a,b,0)s, E — (2.4, 2)s
€ f3 = (pv%r)[)’, a matriz
a x p
by q
c z T

€ chamada de matriz de mudanca de base de B para C.
Como base é sempre trio de vetores nao coplanares, vale o seguinte resultado:
Corolario 1. Toda matriz de mudanca de base € inversivel.

Demonstracdo. Uma matriz de mudanca de base tem como colunas as coordenadas de vetores nao
coplanares. Pelo teorema 4, essa matriz tem determinante nao nulo e portanto serd inversivel. O

Teorema 5 (Mudanga de base). Nas mesmas condigées da definicao, se M € a matriz de mudanga
de base de B para C, entdao
«

A
Milp|=18].
v 0
para todo U = (o, B,7)8 = (A, 1, V)c-
Demonstragdo. Fixemos ¥ = (a, 8,7)8 = (A, i1, v)c. Logo

T = Mo+ ufatvfs = Nab,e)s+ule,y, 2)5+v(p,4,r)5 = (Aatpz+vp, o+ py +vp, Ae+pz+vr) 5 .
3
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Pela unicidade das coordenadas com relagao a base B, induzimos que o = Aa+ux+vp, S = Ab+puy+vp
ey = Ac—+ pz + vr, ou seja,

A a x p A Aa + pzr + vp «
Mlipl=1|b vy ¢ pl=(N+py+vp|=|58
v c z r v Ac+ pz +vr y 0

—> >

— —

Exercicio 10. Sejam E = (e1,€3,¢€3) base e fi = €1 + e + €3, fo = &1 — &3 e f3 = &3, decida se
- - — .

F=(Fl.F2.F) ¢ base.

Exercicio 11. Usando E e F do exercicio anterior, ache as coordenadas em relacao o base F de:

(1) (Llal)E (2) (15_17%)]3 (3) (a757’7)E (4) (2a47 _4)E
Exercicio 12. Conforme o exercicio 10, ache as coordenadas dos vetores abaizo em relagcao a base E:
(1) (0,0,=1)F (2) (-1,2,0)F (3) (3,0,=3)r

Exercicio 13. Mostre que C = (CTLL H—d7 ﬁ) € base. Ache as coordenadas dos mesmos vetores do
exercicio 2 com relacdo a base C.

Exercicio 14. Sejam B e C bases de V3. Se M é a matriz de mudanga de base de B para C, mostre
que M1 € a matriz de mudanca de base de C para B.

1. ORTOGONALIDADE. PRODUTO ESCALAR

Os conceitos de medida angular entre vetores nao nulos e o de ortogonalidade continuam os mesmos
que os de antes.

Definicao 4. Diremos que uma base (e1,€3,¢3) € ortogonal se, e somente se, 1 L é3, 3 L €3 e
—> —> —> —> —> ;o7 —> —> —>

ez L er. A base (e1,e3,€3) serd dita ortonormal se, e somente se, for ortogonal e €1, €5 e e forem
unitarios.

|

—> —>

L, TS, T ) ¢ base ortonormal. O
7 Tzl Tesll

)

Coroldrio 2. Se (e1,e3,e3) € uma base ortogonal, entdo (”

2

Teorema 6. Seja B = (e1,e3,¢€3), base ortonormal. Se @ = (z,y,2)5, entdo ||| = /22 + y2 + 22.
Demonstracdo. Sejam @ = xe; +yes ¢ U = zes. Como W L U, por resultado anterior,
2 2 2 2
12" =@+ 7" = 2]" + I7]"-
Por sua vez | @] = /2% + y2. Dado que ||&3]| = 1, induzimos que | 7| = |z|. Logo ||Z]]> = 2% + y2 + 22
e segue a tese do teorema. (Il
. — = — = ~
Teorema 7. Seja B uma base ortonormal. Se ©w = (a,b,¢)g # 0 ¢ v = (x,y,2)g # 0, entao

N ax + by + cz
cos (ane(T, ) =~
Demonstragio. Seja 0 = ang(u, V).

Se @ = AU, entdo

ar +by+cz (Ax)z+ Oy)y+ (A2)z A +y? + 22) A

IR AL 17 A-IZIE A
Caso A > 0, conclui—seque@zOe%:1=COSO. Se A <0, entdo § =7e %:—1:

cos . Portanto o corolério é valido quando U // .

Suponhamos que U ¥ e sejam A um ponto, B = A+ e C = A+ ¥. Fica determinado o tridngulo
AABC e o lado BC é oposto ao angulo BAC. Pela Lei dos Cossenos,

BC?  [&C? + | B — 2 AT - |AB - coso .
Como BC = BA+ AC = (x —a,y — b,z — ¢)g, deduzimos que
(z—a)’+(@y—0b°+(z—c?=@*+y"+2>)+ (a®+0*+%) =2 |T - | 7] - cosb .
Ou seja,
2] - [| 7| - cos @ = ax + by + cz

e conclui-se a tese. O
4
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Observagao 2. A partir de agora, salvo disposicdo em contrdrio, todos os vetores estdo escritos com
relacdo a uma base ortonormal pré-fivada. Sendo assim, deixaremos de fazer mengao a base quanto no
momento de apresentar as coordenadas de qualquer vetor.

7 el
E muito comum na literatura usar (7, 7, k) para denotar uma base ortogonal.
Definigao 5. Sejam @ = (a,b,¢) e ¥ = (z,y,2). O nimero “ax+by+cz 7 — denotado U e U — serd
. — —
o produto escalar (ou produto interno) de u por U
Coroldrio 3. Nas mesmas condicoes da definicio, © L U se, e somente se, © @ U = 0.
Demonstracdo. A mesma usada para vetores paralelos a um plano. O

Exercicio 15. Determine x de modo que U e U sejam ortogonais.
(1) @ =(2,0,3) e ¥ =(1,z,3) (8) @ =(x+1,1,2)

e (x—1,-1,-2)
(2) U= (z,2,4) e ¥ = (4,2,1) (4) &= (z,-1,4) e ¥

(@ -3,1)

Exercicio 16. Determine U ortogonal a (—3,0,1) tal que U o (1,4,5) =24 ¢ @ o (—=1,1,0) = 1.

—
v

Exercicio 17. Obtenha U ortogonal a (1,1,0) tal que || @[ = V2 e ang(%, (1,—1,0)) = %
v

—

Proposicao 8. Para @, U e W, vetores, ¢ a € R,

(2) (T+T)eW=Uew+ T ew,
(3) (aW) eV =a(de7),
— - —12

(4) v eu = |ul,

(5) et = - 0 se, e somente se T=0;

(6) 50 T # 0 4 5, enlio T o ¥ = [T 7] - cos (ang(¥, 7).
Demonstracdo. Mesmos argumentos feitos para V2. O
Coroldrio 4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se U e U sao vetores, | o U| < ||d| - [|F||. E vale

a igualdade se, e somente se, U // 7.
Demonstracdo. Mesmos argumentos feitos para V2. O
Exercicio 18. Sejam U e U, vetores. Mostre que:

(D) [T+ TP =ZI*+2(Ze D)+ [TI°.  (2) (T+7T)e(Z—7)= 2"~ 7|
Corolario 5 (Desigualdade Triangular). Se @ e U sdo vetores, entdo |4 + U < || 2] + | 7|
Demonstracdo. Mesmos argumentos feitos para V2. O

<7 -7

Exercicio 20. Sejam U e U, vetores ambos ndo nulos. Mostre que sdo equivalentes:
(1) Z//T e tém mesmo Seﬂtde; @) @ +7) =12l +I7e (3 77| =|Iz|-17]]

Apresente equivaléncias andlogas a estas para o fato de U e U serem paralelos de sentidos contrdtrios.

Exercicio 21. Para @ e U, vetores, mostre as sequintes identidades

17+ TN+ 172 =2 =20 7)° + 27 e T+ T -7 - T = 4T e D).
Exercicio 22. Sendo W e ¥ unitdrios, |w|| =4, U e W = -2, Vew = —4 e ang (U, V) = §, calcule
(1) (T+7T+W)eW (3) 20— T+ ) (—d+20+ V)
(2) (bU — @) (W — 27) (4) (-7 + U)o (—4 +20+ 7)

Definicio 6. Seja T # 0. Dado o vetor @, a projecdo ortogonal de U sobre T é o vetor

(\T.\fz) U, que serd denotado por projz 1.

Proposicao 9. Sejam U, W e W, vetores, e a, u € R. Suponhamos que T # 0. Entdo:

(1) (€ —projzd) L ¥,
(2) projy (a®) = aprojzu,

—>

(8) proj (U + W) = projyu + projx,
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(4) se p# 0, entdo proj(,z)ud = projy
(5) proy»?[— 0 se, e somente se, T L T, e
(6) projzu = U se, e somente se, U // V.

Demonstracdo. Mesmos argumentos feitos para V2. ([l

—

Exercicio 23. Dada a base ortonormal (7,7, k), sejam U =27 — 27+ k eV =37 —67.

(1) Obtenha a pmjegao ortogonal de U sobre .
(2) Determine P e ¢ tais que ¥ =P + ¢, sendo P paralelo a U e ¢ ortogonal a 4.

Exercicio 24. Calcule a projecio ortogonal de ¥ sobre @ em cada caso.
(1) 7=(1,-1,2) (3,-1,1) (3) ¥ =(-1,1,1)

eu = e (-2, 1 2)
(2) T =(1,3,5) ¢ T = (—3,1,0) (1) T=(1,24) e

(-2,-4.-8)

—> —>
u u
2. PRODUTOS MISTO E VETORIAL

Definicao 7. Dados U = (a,b,c), ¥ = (z,y,2) e W = (p,q,r), vetores. O produto misto de U,V
e W (nesta ordem) é o mimero

a b
(@, 7, 0=z y =z
p q T
A ordem é dos vetores “dentro” dos colchetes é importante pois
(W, 7,0]=—[V,d,0]=[V,0,dq] = —[0,7,d]) = [, d, V] =—[d,0, 7] .

Observamos que U, U, W sao coplanares se, e somente se, [, U, W] = 0.

Definigao 8. Dados U = (a,b,c) e ¥ = (x,y, 2), vetores. O produto vetorial de U por U é o vetor

UA?;’:(‘I) ‘ | bD
ry

Yy z
Se (7,7, k) é a base (ortonormal), costuma-se abusar da linguagem de determinantes e escrever:

cC a
zZ T

)

7T 7k
TAT=|a b ¢
r oy =z

>

Imediatamente observamos que @ A U = 0 se, e somente se, U // V.

Exercicio 25. Determine:

(1) (1,2,3) A (3,1,2) (4) (-1,1,2) A (—1,1,2) (7) (6,—2, 4)/\( 1,-2,1)
(2) (1,2,3) A (2,4,6) (5) (0,4,2) A (1,3,2) (8) (7,0,—5) A (1,2,-1)
(3) (37172)/\(2»4’6) (6) (17275)/\(270’_1) ('9) (17_3a1) ( ) 7 )

Exercicio 26. Seja (7,7, E) uma base ortonormal de V3. Calcule:

(1) AT (2) TAK (3) EANT () TAE  (5)KANT  (6) TAT
Exercicio 27. Calcule (\@77\@7+7€’) A (f 6T+377\/§E),

A préxima proposigao vai justificar o nome “misto” ao “produto dos colchetes”.

Proposigao 10. Se @, U e & sdo vetores, entio [, V, W] =1 e (VAW) = (LA TV)ew.
Demonstragdo. Sejam u = (a,b,c), ¥ = (x,y,2) e W = (p,q,r). Desenvolvendo o determinante
[@, ¥, W] pelos cofatores da sua primeira linha,

a boe z T oz T

@, 7,0 =z y 2z =a(=1)"* Y P4 p(—1)L+2 R D 4
q T p T p 4q
p q T
(a,b,c) e L Y S Y =7 e (VAD)
q T P q




VETORES DO ESPACO MARCELO DIAS PASSOS

&

Ol

Desenvolvendo o mesmo determinante pelos cofatores da terceira linha obtemos que [U, ¥,
— —> —>
(u AT)ew.

<y
=
9]

Corolario 6. Sejam U e U, vetores. Entio |[€ AT|* = [@, 7,7 A V). Ainda, T L (T A
v L(d L.

Demonstracao. Uma vez que

—>

IZAT>= (T AT

pela proposicao anterior.
Ainda, W e (UAV) = [u, U, V] =0=[V,d, V] =V e (W AT). Sendo assim, ¥ A U é ortogonal a
Teaw. O

—
v

Proposicao 11. Sejam U, U, W, vetores, e A € R. Entdo:
(1) TAL=-UAT (3) M)AV = =
(2) (C+B)ANT=UAT+WAT (4) UN(T+W)=U AT+

Exercicio 28. Demonstre a proposicao anterior.

Exercicio 29. Para U e U, vetores, o, 3,7, € R, mostre que (W + BT)A(yU + 50

Proposicao 12. Sejam @, T, @, , vetores, e A € R. Entdo:
(1) [\u, 7, W) = \u, ¥, 0] = [0, \V, 0] = [¥, T, \D]
2) [@+7,7,8] =2, 78] +[7, 7, 0]
(38) [,V + t,0] =[u,d,w0] + [, t, ]
(4) @, T, 8+t =[¥,7, 0]+ [T, 7, ]

Exercicio 30. Demonstre a proposicao anterior.

Exercicio 31. Sejam W e U vetores ndo paralelos. Seja @ um vetor qualquer. Mostre que projpaz T =
TV (T AT). Suponha que & = aT + BT e L =T +0T sdo também néo paralelos. Mostre que

IZA?
: . N
PIOjgaw & = PIOJGAT L -

Teorema 13. Sejam @ e U vetores ndo paralelos. Entio (U, U, 7 AU) € base para V3 e, para
= 3
w € V°,

@//(d A T) se, e somente se, © LU ew L V.
Demonstragdo. Dado que @ A ¥ é nao nulo, conclui-se que (U, 7,4 A ) é base pelo coroldrio 6.

Tomemos W € V3.

Suponhamos que @ é paralelo a @ A 7. Dado que TA T # 0, existe A € R tal que @ = MU ATD).
Como (4 AU)e W =0, entdo w @ @ = 0 e consequentemente @ | @. Analogamente, w0 1 .

-,

Agora suponhamos que @ | @ e @ L ¥. Dado que (4,7, d AT

que W = ot + B7 +v(u AT). Como W | u,

O=Wed = (al+BT+YUNANT)) oW =a|T|>+8(Te7).

) é base, existem «, 3,7 € R tais

Analogamente,
0=TeT=(ad+BT+Y(TAT))eT=a(TeT)+5]7| .

Logo os nimeros « e 8 resolvem o sistema linear

(w? a’.v) (oz):(())
Tev |T)*)\S 0)

2
vt - (@

—> (12 — =
12" ue U) tem determinante ||{[||2 b 7 o )% > 0, pela Desigualdade

Mas a matriz | ., ", | o
wev |7

de Cauchy-Schwarz e dado que @ N¥. Portanto a = 3 =0e W//(d A 7). O

Coroldrio 7. Sejam @ e U, vetores ambos nio nulos e tais que @ L U. Para W € V3,
W LW se, e somente se, existem «, 3 € R tais que W = a¥ + (4 A T).

7
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Exercicio 32. Demonstre o coroldrio anterior.

Proposicao 14. Se w0, ¥, @ € V3, entdo (U AN V)ANW = (€ e W)V — (Ve W) 4.

Demonstragio. Sejam % = (a,b,c), U = (z,y,2) e W = (p,q,r). Logo
7 7 K
(ﬂ’/\?}’)/\wz‘b cl lc a|l |a b’
y z| |z x| |z vy
p q r
A coordenada de (7 A U) A @ na diregao 7 é
rcaiab_rcaJrqba pa a| |deW a
ol e yl Tz 2| gy x| pr 2| T |Tew =z
Analogamente concluimos que a coordenada de (% A ¥) A @ na direcio 7 é Tem ol enduanto na
direcao % é i * I_U, c‘. Portanto
vew =z
(@AT)Aw= ((ToB)z— (ToB)a, (T eB)y— (Tew)b, (T ew)z— (v.w)c) -
= ( Zew)r, (dewy,(ue 177)2) —((TeW)a,(Vew)b, (Ve ’L_L;)C) =
= (d e W)(z,y,2) — (Veow)(a,b,c) =(d W)V — (T ew)u -
Exercicio 33. Sejam %, U e W, vetores. Mostre que T A (T AW) = —(d e V)W + (4 e W) V.
Exercicio 34. Sejam U, U, W e T, vetores. Mostre que (17/\ 7}') ° (U/\ 7) = 1_{. rL_U, 1_{. i‘
vew vUet
Teorema 15. Sejam U e T vetores. Entdo |4 A T|* + (U » 7)2 = |Z|*- 17
Demonstracao. Pelo exercicio anterior,
= A >2 > > —>—>_1—L>.U U.U_—)Z'—)Q_—} —\2
[TATIP = @A D)o @)= | D08 DTz 7 - @72 ;
Exercicio 35. Sejam U e U vetores ndo nulos. Mostre que |4 A T|| = ||Z| - | 7| - sen (ang (W, 7).
Exercicio 36. Mostre que, para ©, v € V3, |@ A T| < ||| - | T||. Mostre que ||@ AT = || 2] - || 7|
se, e somente se, © L V.
Exercicio 37. Mostre que a drea do triangulo ANABC é w
Exercicio 38. A medzda angular entre 0s vetores @ e b ¢ ¢ %, € suas normas sao, respectivamente, 1

e 2. Sendou—a—i—bev—a—b calcule a norma de WA T.

Exer01c10 39 O lado do quadrado ABC D mede 2, AC € diagonal e M ¢é ponto médio de BC. Calcule
HDM A DB||

Exercmlo 40. Os pontos A, B e C formam um tridngulo, e P e Q sao tais que 3AP = AC e
BBQ = 2BC. Mostre que B, P e @Q formam triangulo e calcule a razao entre as dreas de ABPQ e
NABC.

Exercicio 41. Resolva os sistemas:
(1) (Z+]):7Z+] 70(27+37+4Z}>):9
x/\(—z —l—j—k>:—2z +27

Exercicio 42. Determine @ de norma /3, ortogonal a (1,1,0) e a (—1,0,1) e que forma angulo agudo
com j .

Exercicio 43. A medida angular entre @ e U € &, € o vetor W, de norma 4, é ortogonal a ambos.

- —> —>

Sabendo que [, 7, W] > 0, calcule [d, 7, W].

oo
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Exercicio 44. Sejam i, U, W, vetores.
(1) Mostre que |[@, 7, @]| < @ - |7 - [|@]-
— > — — — — = - > — — > >\ .
sy Uy = . . g 3 » Uy s Uy
(2) Mostre que |[U, U w” |Z]|- |7 - @] se, e somente se, 0 € {&, 7, @} ou (¥, T,wW) € base
ortogonal.
Exercicio 45. Para @, U e W, vetores, a,b,c,z,y,z € R, mostre que
(a% + b7 + @) AT + o7 + @) = |0 Y @aw) - |" @A)+ T n )

Exercicio 46. Para @, v, W € V3 e a,b,c,z,y, z,p,q,7 € R, mostre que

a x p
aﬂ'—i—b?f—i—cﬁ,xi’[—i—y?f—l—z@’,pﬂ'—i—qﬂ'—&—rﬁ]: by q|-[d,7, D).
c z T

Exercicio 47. Prove que [0 + U,V + W, W + U] = 2[u, U, @].
Exercicio 48. Sendo [@, UV, W] = 6, calcule 20 — 30 + W, —d + U — 0, TV — 30).

[AB,AC,AD)|
s um tetraedro.

Proposigao 16. O volume do tetraedro ABCD é
Demonstra¢ao. Tomemos como base do tetrﬁgro i:criéngulo AABC. Sendo assim, o vértice D vai
determinar a altura do tetraedro. Seja @ = AB A AC.

5
Uma vez que 7@ ¢ ortogonal & base do tetraedro, concluimos que sua altura h é o tamanho da projecao

de AD sobre 7, ou seja, h = ||proj»AD|| = AHDESHR :

Pelo exercicio 37, a area do triangulo AABC é Saapc = % — 171

Portanto o volume do tetraedro é
17l . ’xﬁoﬁ
SAAB(;'h_ 2 172
3 3

Xﬁo(@/\ﬁ)
6

_ |[AB,AC, AD)|
_ ‘ .

O
Exercicio 49. Sejam ABCD wm tetraedro, P = A + 21@ + ﬁ + /ﬁ, Q=B- zﬁ — 1@ + xﬁ

e R=C+ AB + AC. Mostre que PQRD forma tetredro e determine a razao entre os volumes de
PQRD e ABCD.



COORDENADAS AOS PONTOS DE UM PLANO. RETAS
MARCELO DIAS PASSOS

RESUMO. Estas notas foram digitadas durante os cursos de MATB34 (Geometria Analitica e Algebra
Vetorial) em 2021 (semestres 2021.1 e 2021.2).

Depois de darmos coordenadas aos vetores de um plano, podemos fazé-lo para os pontos. Logo em
seguida estamos aptos a dar equagoes as retas.

1. COORDENADAS AOS PONTOS DE UM PLANO

Definigao 1. Fizado um plano 7, seja V? o conjunto dos vetores paralelos a w. Diremos que ¥ = (O, B)
¢ um sistema de coordendas para os pontos de 7 se, e somente se, O € w e B ¢ base para V2.

O ponto O serd chamado de origem de Y., enquando B de base. Por vezes escreveremos (O, e1,€3)
no lugar de (O, (€71,€3)).

Para cada P € 7, jd que OP ¢ V2, diremos que
P = (z,y)s se, e somente se, OP = (z,9)5-
Neste caso, diremos que P tem coordenadas (x,y) com relagdo ao sistema ¥. A primeira
coordenada do par citado é chamado de abscissa do ponto (ou de) P e a segunda de ordenada
de P. A reta que passa pela origem e € paralela ao primeiro vetor da base € chamado de eixo das
abscissas e a reta que também passa pela origem e € paralela ao sequndo vetor da base é chamada de
eitzo das ordenadas. Os dois eizos serao chamados de eixos coordenados.

Se a base € ortonormal, diremos que o sistema é ortogonal.

Observamos que, se ¥ = (0, e71,e3), para P € 7,
P = (z,y)s se, e somente se, P = O + xeg + yés.
Naturalmente, 0 = (0,0)s.

Visto que trabalharemos dentro do mesmo plano 7, vamos parar de fazer mencao a ele. Todos os
objetos geométricos, aos quais faremos referéncia, estarao contidos em .

—7 Exercicio 1. Determine as coordenadas de to-
— ) dos os pontos da figura ao lado com relagdo
/ / ao sistema ¥ = (M, MN,MG).

L / / | —] Exercicio 2. Ainda usando a figura ao lado, de-
/ / [ _— ] / termine os pontos de coordenadas dadas abairo

f/"/ /ﬁ//// /f ! // /,f’/ com relagdo ao sistema I’ = (H , HL , HN )

et k) Ly (1)

A A @G Ey 09 ()
/L (302 (830 a9 (1)
—r (4) (5:3) 9) (=3.3)  (14) (0,1)

(5) (1,0) (10) (3,-%)  (15) (0,0)

Exercicio 3. Tomando os sistemas ¥ e I' das questoes anteriores, se um ponto X = (a,b)s = (z,y)r,
determine relacdo entre a, b, x e y. Procure apresentar essa relacdo de maneira matricial.

Proposicao 1. Seja ¥ = (0,B) um sistema de coordenada do plano. Se A = (a,b)s; e B = (x,y)s,
entio AB = (z —a,y — b)s.

Date: 2021.
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Demonstracao. Dado que OA = (a,b)p e OB = (z,9)8, entao

A_B>:A_O’+O—B):O_B’70—A>:(xfa,y7b)3. 0

Corolério 1. Seja ¥ = (0,B) um sistema de coordenada do plano. Se A = (a,b)s e ¥ = (p,q)s,
entio A+ T = (a+p,b+q)s.

Demonstragio. Seja Q@ = A+ 7. Daf Q = (x,y)s. Como ;l‘é =TV =(x—a,y—b)g,entdiop=z—ae
q=1y—b. Ouseja, @ = (a+p,b+q)s. O
Exercicio 4. Dados os pontos A = (—2,3), B=(1,4), C = (1,2) e D = (4,3), ache as coordenadas
dos vetores AB, BC, CD e DA.

Exercicio 5. Prove (vetorialmente!) que os pontos A = (2,1), B = (5,2), C = (6,5) e D = (3,4) sao
vértices de um paralelogramo.

Exercicio 6. Sejam A = (a,b) e B = (x,y), pontos distintos. Determine férmula para as coordenadas
de M, o ponto médio do segmento de reta AB.

Exercicio 7. Defina “simetria em relagio a um ponto”. Sejam C = (a,b) e P = (a, 3), pontos.
Determine as coordenadas do ponto Q, que € simétrico a P com rela¢ao a C.

Exercicio 8. Determine formula para as coordenadas do baricentro de um triangulo, sabendo-se as
coordenadas dos seus vértices.

Exercicio 9. O baricentro de um tridngulo ABC é G = (1,6) e dois dos seus vértices sio A = (2,5)
e B = (4,7). Determine seu terceiro vértice.
Exercicio 10. Sendo A = (—2,3) e B = (6,—3), extremidades de um segmento, determinar:
(1) os pontos C, D e E que dividem o segmentioﬁ em quatro partes de mesmo comprimento;
(2) os pontos F' e G que dividem o segmento AB em trés partes de mesmo comprimento.
Exercicio 11. Dados os pontos A = (3,—4) e B = (—1,1), além do vetor ¥ = (-2, 3), calcular:
(1) AB+ 7 (2) BA-7v (8) B+ 2AB (4) 3V —2BA

Exercicio 12. Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para:
(1) A=(-3,-1), B=(4,2) e C = (5,5) (2) A= (5,1), B=(7,3) e C = (3,4)

Proposicao 2. Sejam A = (z1,y1), B = (22,y2) e C = (x3,y3). Entdo A, B e C estdo alinhados se,
e somente se,

1 1 1
r1 X2 T3] = 0
Y1 Y2 Y3
Demonstracao. Observamos que
11 1| [t 0 0 o e N
Tr1 X2 X3 =|T1 T2 —T1 T3 —T1|= y27y1 ygiyl =0 <~ AB//AC
Y1 Y2 Y3 Y1 Y2—Y1 Ys—Uy1 2 ! s !
se, e somente se, A, B e C estao alinhados. O

Proposicao 3. Seja ¥ um sistema de coordenada ortogonal. Se A = (a,b)s e B = (x,y)s, entdo
d(A,B) =+/(z —a)? + (y —b)2 .

Demonstragao. E imediato do fato que a base é ortonormal e que AB tem coordenadas (x—a,y—0)
com relagao a ela. O

Exercicio 13. Determinar a distancia entre os pontos A = (1,3) e B = (—1,4).

Exercicio 14. Classifique os tridngulos abaizo (egiiildtero, isésceles ou escaleno):
(1) A=(1,1), B=(3,2) eC =(0,3)
(2) D= (-1,1), E=(3,1) e F = (1,2/3 + 1)
(3) G=(3,2V3), H=(3,0) e I = (0,~V/3)
2
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Exercicio 15. Encontrar P, ponto do eixo Oz, tal que a sua distincia ao ponto A = (2,-3) é 5.

Exercicio 16. Provar que os pontos A = (=2,—1), B = (2,2), C = (=1,6) e D = (-5,3), nesta
ordem, sao vértices de um quadrado.

Exercicio 17. Chamamos de trapézio um quadrildtero que tem dois, e somente dois, lados para-
lelos. Um trapézio é chamado de reto se tem um dangulo reto. Mostre que ABC'D ¢é um trapézio reto,
onde A= (6,5), B=(11,5), C = (3,1) e D = (2,3), num sistema ortonormal.

Exercicio 18. Determine os angulos internos dos triangulos da questdo 14.

Exercicio 19. Verifique que os pontos A = (2,1), B = (=1,3) e C = (4,—2) formam um tridngulo.
Determine o perimetro e a drea deste triangulo.

Exercicio 20. Prove que o triangulo, cujos vértices sio (2,2), (—4,—6) e (4, —12), € retangulo.

Exercicio 21. Determinar x de modo que o tridangulo de vértices A = (4,5), B=(1,1) e C = (z,4)
seja retangulo em B.

Exercicio 22. Dados A = (z,5), B=(-2,3) e C = (4,1), obter x tal que A equidiste de B e C.

Exercicio 23. Dados os pontos A = (8,11), B = (—4,-5) e C = (—6,9), obter o circuncentro do
triangulo ABC.

Exercicio 24. Dados os pontos M = (a,0) e N = (0,a), determinar P de modo que o triingulo MNP
seja equildtero.

Exercicio 25. Dados os pontos B = (2,3) e C = (—4,1), determinar o vértice A do triangulo ABC,
sabendo que € ponto do eixo Oy e que vé o segmento BC sob angulo reto.

Exercicio 26. Dados A = (—2,4) e B = (3,—1), vértices consecutivos de um quadrado, determinar
o0s outros dots vértices.

Exercicio 27. Calcular o comprimento da mediana AM do triangulo ABC onde A = (0,0), B =(3,7)
eC =(5-1).
Exercicio 28. Dados os vértices consecutivos A = (—2,1) e B = (4,4), de um paralelogramo, e o

ponto E = (3,—1), interseccdo de suas diagonais, determinar os outros dois vértices.

Exercicio 29. Do tridngulo ABC sdo dados: o vértice A= (2,4), o ponto M = (1,2) médio do lado
AB e ponto N = (—1,1) médio do lado BC'. Calcular o perimetro deste triangulo.

Exercicio 30. Se M = (2,1), N = (3,3) e P = (6,2) sdo os pontos médios dos lados AB, BC e C'A,
respectivamente, de um triangulo ABC, determinar as coordenadas de A, B e C'.

Exercicio 31. Num tridgngulo ABC sao dados: A = (2,0); M = (—1,4), que é ponto médio do lado
AB; d(A,B) =10 e d(B,C) = 10v/2. Obter os outros vértices de AABC.

Exercicio 32. Provar que os pontos médios dos lados do quadrilitero ABCD sdo vértices de um
paralelogramo.

Do

Exercicio 33. O quadrildtero de vértices A = (—3,%), B=(3,2), C =(2,—-3) e D =(0,—3) é um

paralelogramo? Justifique sua resposta.

Exercicio 34. Mostre que a drea do tridngulo determinado pelos pontos (x1,y1), (x2,y2) € (x3,y3) €
|D]

=+, onde
1 1 1
D = r1 X9 I3
Y Y2 Y3

Exercicio 35. O losango ABCD tem diagonal DB paralela ao vetor ¥ = (1,2). Se A = (—1,2) e
B = (3,5); determine os outros vértices de ABCD.

Exercicio 36. Um trapézio ¢ dito isdsceles quando os seus lados nao paralelos sio congruentes. O
trapézio isdsceles ABCD tem lados AB, BC, CD e AD, onde AD € paralelo ao lado BC. Se A = (0,0),
B =(0,2) e C =(2,3), determine o vértice D.

3
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Exercicio 37. Os pontos (1,3), (2,5) e (49,100) sao colineares?
Exercicio 38. Determinar y para que os pontos (3,5), (—3,8) e (4,y) sejam colineares.

Exercicio 39. Mostrar que A = (a,2a+ 1), B=(a+1,2a+1) e C = (a + 2,2a + 5) sdo colineares
para todo valor de a € R.

Exercicio 40. Se A = (0,a), B = (a,—4) e C = (1,2), para quais valores de a existe o tridngulo
ABC?

2. RETAS E EQUACOES

Dado que os pontos “ganharam” coordenadas e uma reta é um conjunto de pontos, vamos investigar
o que se pode dizer das coordenadas dos pontos dessa reta.

Definigao 2. Diremos que um vetor ¥ € um vetor diretor de uma reta r se, e somente se, U //r
e U é nao nulo.

Proposicao 4. Sejam r uma reta, A € r e U um vetor diretor de r. Para X, ponto,
X €r se, e somente se, existe (inico) A € R tal que X = A+ \7.

Demonstragdo. Dado que A €re T # 6), se X é ponto,
Xer & Ef//r & ﬁ//?f &  AX = AT, para algum ) € R.

Fixemos X € r, logo zﬁf_:) AT, para \ € R. Sendo assim, X = A+AX = A+ \T. Se X = A+ u7,
para algum p € R, entdao AX = AV = ;ﬁ) Visto que ¥ ndo é nulo, A = u e garantimos a unicidade.
Por outro lado, se X = A+ 37, entdo AX = 37 edai X € r. O

Definigao 3. Sejam A um ponto e U # 0. Fica determinada uma unica reta r tal que A €r e T //r.
A equacao
X =A+ MU (para A €R) .
€ chamada de equagao vetorial da reta r ou equacao da reta r na forma vetorial. Muitas vezes
a reta v serd chamada a reta que passa por A e é paralela a T. Essa situacdo serd representada
por
r: X =A+ AU (para A € R) .

E importante observar que reta nao tem equacao vetorial dnica, pois, quando fixamos outro ponto
da reta ou outro vetor diretor da reta, a equagao pode efetivamente mudar.

Proposicao 5. Sejam r, reta, A e B, pontos, e U e U, vetores nao nulos. Entio “X = A+
AT (para A € R)” e Y = B+ pu (para p € R)” sao equagoes vetoriais de v se, e somente se,
A€reAB, U e U sdo paralelos a r.

Demonstragio. Suponhamos que “X = A+ A7 (para A € R)” ¢ “Y = B + pu (para u € R)” sejam
equagoes vetoriais da reta r. Dal A, B € r e AB//r. Naturalmente ¥ e % sdo paralelos a .

T - — - .~
Agora suponhamos que A € r e AB, v e u e AB sao paralelos a r. Naturalmente B € r. Logo as
equagoes citadas anterioremente sao equagoes vetoriais de 7. O

Se fixamos um sistema de coordenadas para o plano e seja A = (zg,%0), um ponto e ¥ = (p,q),
vetor nao nulo, entdo, para X = (z,y),

Xer < (x,y)=(x0,y0) + A(p,q), para algum X € R,

ou equivalentemente,
{ T =x9+ Ap
y=1yo+Ag
Sendo assim, a reta que passa por A e é paralela ao vetor ¥ é descrito por um sistema de equacoes que
serd chamada de sistema de equagoes paramétricas para a reta.

, para algum A € R.

Proposigao 6. Sejam A = (zo,y0) um ponto, ¥ = (p,q) um vetor e v a reta que passa por A e é
paralela a r. Entdo, para o ponto X = (x,y),

X er se, e somente se, qr — py + (pyo — qzo) = 0.
4
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Demonstragao. Observamos que

r—Zo P
Y—Y% 4q
< gz—z0)—ply—1)=0 < gx—py+ (pyo—qxo) =0.

Xer & AX)T & (@—z0y—w)/(pq <

‘0 &

O

E importante notar que a equagdo “gxr—py-+(pyo—qxo) = 0” pode ser escrita como “ax+by+c =107,
para a,b,c € R, onde a # 0 ou b # 0.

Teorema 7. Sejam A, B,C € R tais que A # 0 ou B # 0. O conjunto dos pontos X = (x,y) que
satisfazem a equagao Az + By + C =0 é um reta perpendicular ao vetor (A, B).

Demonstracdo. Sejam 7 = (A,B) e v = mt. Como A # 0 ou B # 0, entdo 1 # 0. Sejam

To = —Hf‘_{%, Yo = —”B%,ﬁg e P = (zg,y0). Como
—A2C — B%C A+ B*)C

conclui-se que P satisfaz a equac¢ao Ax+ By+C = 0. Ainda C = —Axg— Byp. Para o ponto X = (z,y),

Az +By+C=0 & A;v—&-By—Axo—ByO:O_f)
0:A(:C—x0)—|—B(y;yO):(A,B)o(x—xo,y—yo):ﬁ’oPX:O &
& PX//VU & X =P+ \0U (para A € R),

ou equivalentemente, X estd na reta que passa por P e é paralela ao vetor v. Como ¥ é perpendicular
a 7, a reta é perpendicular a 7. O

Definicao 4. Toda equagdo da forma “Ax + By + C = 0" (com A # 0 ou B # 0), que descreve os
pontos de uma reta , serd chamada de equagcao geral da reta r ou equacao de r na forma geral.
Indicaremos essa situacdo por

r: Ax+By+C=0.

Exercicio 41. Obtenha equacdo geral para as sequintes retas:

(1) eizo das abscissas (3) bissetriz dos quadrantes impares
(2) eizo das ordenadas (4) bissetriz dos quadrantes pares

Exercicio 42. Dados A= (-3,4),B=(2,9),C = (2,7) e D = (4,5), obtenha ABNCD.

Exercicio 43. Dados A = (=5,-5), B = (1,5), C = (19,0) e r: bx — 3y = 0, perqunta-se: r passa
pelo baricentro do triangulo ABC?

Exercicio 44. Determinar o ponto P, pertencente ao eizo das abscissas, sabendo que € equidistante
de B=(1,3) e C = (-3,5).

Exercicio 45. Determinar o ponto P, da bissetriz dos quadrantes pares, que equidista de A = (8,—8)
e B=(12,-2).

Exercicio 46. (1) Dados A = (1,1) e B = (10,—2), obter o ponto no qual f@ encontra o eizo Ox.
(2) Dados A =(3,1) e B=(5,5), obter o ponto em que a reta @ intercepta o eizo Oy.

(3) Dados A = (2,-3) e B = (8,1), obter o ponto em que a reta 1B intercepta a bissetriz dos
quadrantes impares.

(4) Dados A = (2,4) e B = (—4,2), obter o ponto em que a reta 1B intercepta a bissetriz dos
quadrantes pares.

Exercicio 47. Determinar P = (a,b) colinear simultaneamente com A = (—=1,—-2) e B =(2,1) e com
C=(-2,1) eD=(1,-4).

Exercicio 48. Ache P da reta AB tal que d(A, P) =5, para A = (0,—-25) e B = (—2,—11).

Corolario 2. Sejam r: Ax+ By+C =0 es: Dx+ Ey+ F =0, retas. Entdo
A D
r//s se, e somente se, ’B E‘ =0.
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Demonstragdo. Sejam ny = (A, B) e ny = (D, E).
Suponhamos que r//s e seja ¥ é um vetor diretor de r. Consequentemente v também é vetor diretor
de s. Pelo teorema anterior, temos que 17 e i3 sao ambos ortogonais a U e consequetemente paralelos
—> | ~ . ~ ~ —> —> . . s
a U+. Dado que os trés vetores citados sdo néo nulos, n7//n3 e o determinante do enunciado é nulo.

Suponhamos que o determinante do enunciado é nulo. Logo n7//n3. Seja © = (B,—A) e dai

2 = ;. Sendo assim, @ é vetor direto de r pois @ L ;. Mas também @ L 75 e assim, @ é vetor
diretor de s. Portanto r e s sdo retas paralelas. O

Corolario 3. Sejam A,B,C,A’,B',C" € R tais que A # 0, ou B # 0, ou A’ # 0 ou B" # 0. As
equagoes “Ar+ By+C =07 e “A'z + B'y + C’' = 07 determinam a mesma reta v se, e somente se,
existe A € R* tal que A’ = XA, B'=AB ¢ C' = \C.
Demonstragdo. Sejam ny = (A, B) e ny = (D, E).

Suponhamos que “Az + By + C = 0" e “A’z + B'y + C' = 0” determinem a mesma reta r. Se
¥ é um vetor diretor de r, pelo teorema anterior, 77 /N3 e existe A € R tal que 75 = Aiy. Portanto

A’ = XA e B’ = AB. Como ambos os vetores nao sao nulos, A # 0. Dado que (_H‘néﬁ?’ _HT%CIW) er,

oo ACN g BCN, y_p OAACHOBBC L, NA*4BHC o,
[[n7]|? [n72 |72 7] '

Ou seja, C' = \C.

Suponhamos que A’ = pA, B’ = uB ¢ C' = uC, para p € R*. Logo
Ar+By+C =p(Az+By+C)=0 < Az+By+C=0.
Sendo assim, as duas equagoes determinam a mesma reta. O

Proposicao 8. Sejam P = (xg,y0) ¢ Q = (x1,y1), pontos distintos. Para X = (z,vy),
1 1 1
X e % = x x9g 1| =0".
Y Y Y1

Demonstracao. Imediato do fato que X € % se, e somente se, X, P e @ estdao alinhados (ou séo
colineares). O

Exercicio 49. Determinar as equagoes das retas suportes dos lados do triangulo cujos vértices sao
A=1(0,0), B=(1,3) e C = (4,0).

Exercicio 50. Determinar equacdo geral da reta definida por (%, g) e (—g, —%)

Exercicio 51. Uma reta passa por A = (p,q), B =(3,-2) e (0,0). Qual a relagdo entre p e q?

Exercicio 52. Prove que os pontos A = (a,b+c¢), B = (b,a+c¢) e C = (c,a +b) sao colineares e
determinar a equacao geral da reta que os contem.

Exercicio 53. Determinar a intersec¢ao das retas r + 2y =3 e 2x + 3y = 5.

Exercicio 54. As retas suportes dos lados de um triangulo sdéo 3z —4y =0, c+y—7=0 e dx—3y = 0.
Mostrar que esse triangulo € isosceles.

Exercicio 55. Prove que as retas 2z +3y—1 =0, x+y =0 e 3z +4y — 1 = 0 concorrem no mesmo
ponto.

Exercicio 56. Demonstre que as retas t —2y =0, 2 +2y—8=0e (1 + k)z 4+ 2(1 — k)y —8 =0 sao
concorrentes no mesmo ponto para qualquer k € R.

Exercicio 57. Determinar a para que as retas ¢ +2y —2a =0, ar —y—3=0e2x —2y—a =0
sejam concorrentes no mesmo ponto.

Exercicio 58. Demonstrar que as retas 20 +3y =0, 2k+ 1)z + 3k —-2)y+5=0ex—-2y+5=0
sao concorrentes no mesmo ponto, qualquer que seja k € R.

Exercicio 59. Determinar m de modo que 3x+y—m =0,3x—y+1=0 ebxr—y—1=0 delimitem
um triangulo.
6
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Exercicio 60. Qual é a equagao da reta que passa por P = (3,1), intercepta r: 3x —y = 0 em A,
intercepta s: x4+ 5y =0 em B, de modo que P € ponto médio de AB.

Exercicio 61. Dado o ponto A = (1,2), determine as coordenadas de dois pontos P e @ situados
respectivamente em y = x e y = 4z, de tal modo que A seja o ponto médio de segmentos PQ.

Exercicio 62. Determinar o perimetro do triangulo ABC que verifica as sequintes condi¢des: A

pertence ao eixo x; B pertence ao eizo y; a reta tem equagio x —y = 0; e a reta AC' tem equagao
r+2y—3=0.

Exercicio 63. Num triangulo ABC sabe-se que: A pertence ao eixo das abscissas; %em‘ence a
bissetrizy = x; x +y+ 5 =0 € equagdo da reta AC; e 2x —y — 2 =0 € equagdo da reta .

Exercicio 64. Determinar o de modo que P = (3, a) seja ponto do interior do tridngulo definido pelas
retas 2e —y=0,c+y=0e 7z +y—36=0.

Teorema 9. Sejam r: Axr+ By+C =0 e s: Dx+ Ey+ F = 0 retas nao paralelas. Se 6 € a medida
dos menores angulos entre v e s, entao

cosl = 55—
n .

onde n1 = (A,B) enz = (D, E).

Demonstragdo. Sejam v7 = (B,—A) e v5 = (E,—D). Temos que v;- = n; e é vetor diretor de r.
Também U5+ = 73 e é vetor diretor da reta s. Facilmente concluimos que

rsdirsd — —> T
_ ang(vr, Ug) , se ang(v1,03) < 0
9 - e dilivg /.
7w —ang(v1,v3) , caso contririo.

Portanto cos§ = | cos(ang(v1,v3))|, ou seja,

[otews| |BE+AD|  |nfens]
cosl = t5—5T = TS TS = T = -
[ot]| - flozll [Ingll - lnzll - (1]l - In2]|
|
Exercicio 65. Determinar a posicao relativa das seguintes retas, tomadas duas a duas:
(1) r: 2z —y+3=0 (8) t: 3x — 6y = —3 (5) v:2x+4y+3=0
(2) s: 20 —y+5=0 (4) u:x—y+3=0 (6) w: 4o — 2y = —6

Exercicio 66. Discutir a posicao relativa entre r e s, para:
(1) r:(m—Dz+my—1=0es: (1—m)z+(m+1y+1=0.
(2) r:mer+y—p=0es:3x+3y—7=0.
Corolario 4. Nas mesmas condicoes da teorema anterior, r L s se, e somente se, AD + BE = 0.

Exercicio 67. Mostre que, para as retas r: y = a1x + by € s: y = asx + ba,
r 1 s se, e somente se, ajay = —1.

Exercicio 68. Sejam r:y = a1x + by e s: y = asx + by, retas nao paralelas e nao perpendiculares.
ai;—az

Mostre que, se 8 € a medida do menor angulo entre r e s, entao tgd = i .
ayjay

Teorema 10. Seja r a reta que tem equagdo vetorial r: X = P + AU (para A € R). Dado um ponto
@, o ponto de r mais proximo de @ é o ponto R = P + projPQ).

Demonstragio. Fixemos A € R e seja X = P + AU. Logo X—Q) = XP+ P_Cj = P—Q) — AU e
IXQI? = |PG ~ AT|P = (PG~ AT) o (PG~ AT) = | F|*A> 2 (PG T) A + | PQI* =
— _,\ 2 — SR\ 2
(17 - 5&E) +1PGI - (5%7)

Tomemos p = (%ﬂf) e R = P+ p¥. Naturalmente R € r e PR = uv = prong_Q’. Ainda

> R SR>\ 2 R g > o> —_—>
|RQ|* = | PQ|I*— <IDHC2T):HD) . Se X € r, entao || XQ||*> > ||RQ|?, ou equivalentemente, | X Q|| > || RQ]-
Sendo assim, R é ponto de r mais proximo de Q. O
7
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Corolario 5. Seja r a reta de equagao geral r: Az + By + C = 0. Dado um ponto Q = (o, ), a
distancia de QQ a reta r €

~ |Aa+ BB+ C|
VAR

Demonstracdo. A distancia do ponto @ a reta r é a distancia de Q ao ponto de r mais proximo de Q.

d(Q,r)

Sejam 7 = (A,B) e ¥ = n+. Temos que n é perpendicular a 7 e que ¥ é vetor diretor de 7.
Tomemos P € r. Por resultado anterior, PQ) = proj»PQ+proj3PQ. Por outro lado, PR = proj3PQ.
Dai

projﬁP—Q):P_Q»—proj?P—Q):P_Q)—ﬁ:m.
— — PQew ~
Logo d(Q,r) = |RQ|| = ||projzPQ| = % Se P = (xo,y0) € 1, entdo C = —Axg — Byg. Logo

}7_6507_{:(a—xo,ﬁ—yo)O(A,B):Aa—l—Bﬁ—Axo—ByO:Aa—i—Bﬂ—i—C,
e concluimos a tese. O

r=—-2+4+3t

y=—T+2 , t€R, a origem.

Exercicio 69. Achar a distancia da reta r: {

Exercicio 70. Calcular a distincia P a reta v nos sequintes casos:

(1) P=(-3,-1) er:3z—4y+8=0 P—(_93 =Tt —1 fER
(2) P=(3,2) er:5z—5y+2=0 (4) P=(=23) ers () Zogrp1
(8) P=(1,-2)er:5+%=1 (5) P=(-1,-2) er: cosg -z +sing -y=5

Exercicio 71. Calcular o comprimento da altura AH do triangulo A = (=3,0), B = (0,0) e C = (6,8).
Determine as coordenadas do ponto H.

Exercicio 72. O trapézio de vértices A = (0,0), B = (7,1), C = (6,5) e D = (—8,3) tem qual altura?

Exercicio 73. O ponto P = (2,—5) € um vértice de um quadrado que tem um dos seus lados nao
adjacentes a P sobre a reta x — 2y — 7= 0. Qual a drea do quadrado?

Exercicio 74. Calcular a distancia entre as retas 3r +4y —13 =0 e 3x +4y+ 7= 0.
Exercicio 75. Calcular a distancia entre as retas ax +by+c=0 e ax +by+d=0.
Exercicio 76. Determinar os pontos da reta y = 2z que estdo a distancia 2 da reta 4z + 3y = 0.

Exercicio 77. Determinar as equagoes da(s) reta(s) que forma(m) dngulo de medida 5 com o eiro x
e estdo a distancia /2 do ponto P = (3,4).

Exercicio 78. Obter uma reta paralela a r: x4y + 6 = 0 e distante v/2 do ponto C = (1,1).

Exercicio 79. Determinar as equacoes das perpendiculares a reta v: Tx — 24y + 1 = 0, as quais estao
a distancia 3 do ponto P = (1,0).
Exercicio 80 (Pesquise!). Defina “simetria com rela¢io a uma reta”. Sejam P = (o, ) e r: Az +

By + C = 0. Mostre que Q = (a — 2A(‘Z‘§:§f+c)7ﬁ — 2B(’2‘§:g’f+c)) é o ponto simétrico a P com

relagcao a reta .

Exercicio 81. Determine o ponto simétrico de (o, 3) com relagdo as retas:
(1) x=0 (2) y=0 (3) x—y=0 (4)xz+y=0 (5)z—y=1 (6)y=2x+1

Exercicio 82. Sejam A = (za,ya) e B = (zp,yp) dois pontos distintos. Mostre que os pontos que
equidistam de A e B determinam uma reta — denominada mediatriz do segmento AB. Determine
caracteristicas da mediatriz do segemento AB em fung¢do de A e B.



COORDENADAS AOS PONTOS DO ESPACO. RETAS E PLANOS
MARCELO DIAS PASSOS

RESUMO. Estas notas foram digitadas durante os cursos de MATB34 (Geometria Analitica e Algebra
Vetorial) em 2021 (semestres 2021.1 e 2021.2).

Depois de darmos coordenadas aos vetores do Espaco, podemos fazé-lo para os pontos. Logo em
seguida estamos aptos a dar equagoes as retas e aos planos.

1. COORDENADAS AOS PONTOS DO ESPACO

Definicao 1. Direms que ¥ = (O,B) é um sistema de coordendas para os pontos do Espacgo
se, e somente se, O é ponto e B € base para V3.

—> —> —>

O ponto O serd chamado de origem de ¥ enquando B de base. Por vezes escreveremos (O, e7, €3, €3)
no lugar de (O, (€7,€3,€3)).

Para cada P, ponto, uma vez que OP ¢ V3, diremos que

P = (z,y,2)x se, e somente se, OP = (z,9,2)5.

Neste caso, diremos que P tem coordenadas (x,y,z) com relagdo ao sistema . A primeira
coordenda do par citado € chamado de abscissa, a sequnda de ordenada e a terceira de cota. A
reta que passa pela origem e € paralela ao primeiro vetor da base é chamado de etxo das abscissas;
a reta que também passa pela origem e € paralela ao sequndo vetor da base € chamada de eixo das
ordenadas; enquando a reta que passa pela origem e € parelela ao terceiro vetor da base € o eixos das
cotas. Os trés eiros serao chamados de eixos coordenados. Os planos coordenados sio aqueles
que passam pela origem e sdo paralelos a dois dos eixos coordenados.

Se a base € ortonormal, diremos que o sistema é ortogonal.
Observamos que, se ¥ = (O, €1, €3, ¢e3), para P € 7,

P = (z,y,2)s se, e somente se, P = O + xéey + yé3 + z€3.
Naturalmente, O = (0,0,0)x.

Proposicao 1. Seja ¥ = (O, B) um sistema de coordenada do espago. Se A = (a,b,c)x, B = (z,y,2)x
entdo AB = (x —a,y — b,z — ¢)s.

Demonstra¢ao. Dado que OA = (a,b,c)p e OB = (z,y, z)B, entao

14—B>:z4_O>+O_B>:O_B>70—14):(Z7€L,y7b,270)B. 0

Coroldrio 1. Seja X = (0, B) um sistema de coordenada do espago. Se A = (a,b,¢)s e U = (p,q,7)5,
entio A+ 7T = (a+p,b+qc+r)s.

Demonstragio. Seja Q = A+ ¥. Dal Q = (z,y,2)s. Como A—Q) =7 =(z—a,y—0bz—c)s, entdo

p=x—a,qg=y—ber=z—c Ouseja, Q= (a+pb+gqc+r)s. O
Exercicio 1. Dados os pontos A= (2,—2,3) e B = (1,1,5), e o vetor ¥ = (1,3,4), calcular:
(1) A+ 37 (2) BA-7 (3) B+2AB (4) 20 — 3AB

Exercicio 2. Dados os pontos A = (3,—4,—2) e B = (—2,1,0), determinar o ponto N pertencente ao
segmento AB tal que AN = %AB.

Exercicio 3. Dados os pontos A = (1,-2,3) B = (2,1,4) e C = (—1,-3,1), determinar o ponto D
tal que AB+CD = 0.

Exercicio 4. Sendo A= (2,-5,3) e B = (7,3, —1) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD
e M = (4,-3,3) o ponto de intersec¢io das diagonais, determinar os vértices C e D.

Date: 2021.
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Exercicio 5. Determinar os trés vértices de uma triangulo, sabendo que os pontos médios de seus
lados sao M = (5,0,—2), N = (3,1,-3) e P =(4,2,1,).

Exercicio 6. Dados A e B, pontos cujas coordenadas sao conhecidas, determine formula para as
coordenadas do ponto médio de um segmento de reta AB.

Exercicio 7. Sendo A=(-2,1,3) e B=(6,—-7,1) extremidades de um segmento, determinar:

(1) os pontos C, D e E, nesta ordem, que dividem o segmento AB em quatro partes de mesmo
comprimento; L
(2) os pontos F e G, nesta ordem, que dividem o segmento AB em trés partes de mesmo comprimento.

Exercicio 8. Dados os pontos A = (—1,0,5), B = (2,—1,4) e C = (—4,7,2), determinar x tal que
AC' e BP sejam ortogonais, sendo P = (z,0,z — 3).

Proposicao 2. Seja ¥ um sistema de coordenada ortogonal. Se A = (a,b,¢)s, B = (x,y,2)s entdo
d(A,B) =+/(z —a)? + (y — b)2 + (2 — ¢)2.

Demonstragao. E imediato do fato que a base é ortonormal e AB tem coordenadas (r—a,y—0b,z—c)
com relagao a ela. O

Exercicio 9. Prove que os pontos A = (—1,2,3), B = (—3,6,0) e C = (—4,7,2) sdao vértices de um
triangulo retangulo.

Exercicio 10. Dados os pontos A = (m,1,0), B = (m —1,2m,2) e C = (1,3,—1), determine m de
modo que o triangulo ABC' seja retangulo em A. Calcule a drea do tridngulo.

Exercicio 11. Prove que os pontos A = (3,4,4), B = (2,—3,4) e C = (6,0,4) sdo vértices de um
triangulo. Determine o angulo interno ao vértice B.

Exercicio 12. Dados os pontos A = (3,4,-2), B = (1,2,4) e C = (2,1,6), determine o ponto
simétrico a A com relagdo a reta que passa por B e C.

Exercicio 13. Sejam AABC e suponha conhecidas as coordenadas dos seus vértices. Determine
formula para as coordenadas do baricentro de NABC.

Exercicio 14. Consideremos ABCD um tetraedro e tomemos a base B = (E, ﬁ, E) e o sistema
de coordenadas ¥ = (A,B). Sejam P,Q,R,S,T e U os pontos médios das arestas BC, AD, AC,
BD, AB e CD, respectivamente; enquanto E, F,G e H sdo os baricentros das faces ABCD, AACD,
AABD e AABC, respectivamente.

(a) Determine as coordenadas B,C,D,E,F,G,H,P,Q,R,S,T e U no sistema X.

(b) Uma bimediana de um tetraedro é o segmento determinado pelos pontos médios de duas arestas
opostas. Quais sao as bimedianas do tetraedro ABCD? Mostre que todas as 3 (trés) bimedianas do
tetraedro ABCD tém o mesmo ponto médio. FEsse ponto de encontro das trés bimedianas de um
tetraedro € chamado de centrdide do tetraedro ABCD.

(¢) Uma mediana do tetraedro é o segmento de reta determinado por um vértice e o baricentro
da face oposta. Mostre que todas as 4 (quatro) medianas do tetraedro ABCD se encontram no seu
centroide. Este divide cada mediana em qual propor¢do?

Exercicio 15. Se A = (z1,y1,21), B = (x2,y2,22), C = (x3,y3,23) ¢ D = (x4,Y4,24). Supondo que
ABCD formam um tetraedro, determine formula para o centroide do tetraedro ABCD.

Antes de discutirmos colinearidade entre pontos vamos discutir coplanaridade.

Teorema 3. Se A = (x1,y1,21), B = (%2,y2,22), C = (x3,y3,23) ¢ D = (x4,y4,24), entio A, B,C ¢
D sao coplanares se, e somente se,

1 X9 T3 X4

Y Y2 Y3 Y4
Z1 Z9 z3 zZ4
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Demonstragao. Primeiro observemos que o determinante descrito no enunciado do teorema nao muda,
se tomamos a segunda linha subtraida por x; vezes a primeira linha, a segunda subtraida por y; vezes
a primeira e por fim a terceira subtraida por z; vezes a primiera. Ou seja,

1 1 1 1 1 1 1 1 . o o .
2 — X1 — X 4— X1
Tl To T3 T4 0 20— 23—21 Ty—2T1 3
=10 =\|Y2—Y1 Y3 —Yr Ys—Y1|,
Y1 Y2 Ys Y4 Y2—Y1 Ys—Yr Ya—WY1
22 —Z1 23— 21 24— 2
z1 Z9 z3 Z4 0 Z9 — 21 Z3 — 21 Z4 — 21

lembrando que a ltima @aldade vale quando desenvolvem%? determinante por cofatores da priﬂgira
coluna. Uma vez que AB = (x3 — x1,Yy2 — y1,22 — 21), AC = (x5 — x1,y3 — y1,23 — 21) ¢ AD =
(x4 — 21,Y4 — Y1, 24 — 21), concluimos que
1 1 1 1
Ty X2 T3 T4

Y Y2 Yz Ya
Z1 k2 23 4

T2 —&1 T3 —T1 T4—T1 e
=|y2—Y1 Ys—Y1 Ya—Yy1|= {AB,AC,AD
zZ9 — 21 zZ3 — 21 Z4 — 21

_S)enio) asii)m, A,B,C e D sao coplanares se, e somente se, ZE, @,E sao coplanares, ou seja,
[AB, AC, AD] = 0. 0

Exercicio 16. Nas mesmas condi¢des do teorema anterior, suponha que A, B,C e D formam um
tetraedro e determine formula para seu volume.

Exercicio 17. Suponha que A = (a,b,c), B = (z,y,2) e C = (p,q,r).

1 1 1 1 1 1 1 11
(1) Mostre que A, B e C estao alinhados se, e somente se, l[a = p|=0=|a = pl=|b y ¢
b vy q c z r c z r
a x p
(2) Mostre que, se A, B e C estao alinhados, entao |b y ¢|=0.
c z r
a T p
(3) Apresente exemplo de pontos A, B e C, ndo alinhados tais que |b y ¢q| =0
c z r

2. RETAS E EQUACOES

Lembremos que, dados um ponto A e um vetor v # 0, fica determinada uma tinica reta r tal que
A€reW//r. Aretar tem equacio vetorial

X = A+ )V (para A € R) .

Exercicio 18. Verifique se os pontos abaizo pertencem a reta r: X = (1,0,1) + A(2,1,1)(A € R).
(1) (471a_1) (2) (371a2) (3) (—1,—1,0)

Fixado um sistema de coordenadas para o espago, entao A = (zg,%0,20) € U = (a,b,c), e para X,
X = (a:,y,z) er - (I,y,Z) = ($07y0730)+/\(a7b70)a para algum A 6R7

ou equivalentemente,

T =1x9+ A\a

y=1yo+ Ab , para algum \ € R.

z=2z9+ Ac
Sendo assim, a reta que passa por A e é paralela ao vetor ¥ ¢ descrita por um sistema de equagoes
que é chamado de sistema de equagoes paramétricas para a reta ou simplesmente por equagoes
da reta na forma parameétrica.

Exercicio 19. Ache equagdes paramétricas da reta que passa por A = (3,3,3) e € paralela a reta %,
sendo B = (1,1,0) e C = (—1,0,—1).

Exercicio 20. Dados a reta r: X = (1,0,0) + A(1,1,1) e os pontos A = (1,1,1), B =(0,0,1), ache o
ponto de r equidistante de A e B.
3
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Exercicio 21. Calcule a distincia do ponto P = (1,0,1) a reta r: X = (0,0,0) + A(1, 2, 1)(X € R).

199 3
. . . . . r—y+2=0
Exercicio 22. Mostre que 0s pontos cujas coordenadas satzsfazem o0 sistema eyt = 0 formam

uma reta. Fxplicite uma equagdo vetorial desta.

Retornemos & reta r que passa por A = (0, %o, 20) € é paralela ao vetor ¥ = (a, b, ¢), nao nulo. Agora
suponhamos que todas as coordenadas de U sejam nao nulas. Observamos que, para X = (z,y, 2),

r=2x9+ A\a
Xer & y=1yo+Ab ,paraalgum A € R. <
z=2zy+ A

rT—To _Y—Yo 22— %0

a b c

Este ultimo sistema de equagoes é chamado de sistema de equagoes da reta r na forma
simétrica ou, mais simplesmente, equagoes da reta r na forma simétrica.

s . ~ _ 1— . .
Exercicio 23. Mostre que as equagoes 2”—31 = <% = z 41 descrevem uma reta. Eziba equagdo

vetorial e sistema de equagoes paramétricas para essa reta.

Exercicio 24. Dados os pontos A = (1,2,1) e B = (3,0,—1), verifique se sao concorrentes as retas
f@ er: X =(4,1,0) + X(1,1,1) (para A € R). Se forem, determine o ponto de intersecao.

Exercicio 25. Verifique se as retas v e s sao concorrentes e, se forem, obtenha o ponto de intersecao.

r=44+A r=9—4u

(1) r: y=1—-X (para A€ R) s: y=2+p (parap€R)
z=14+A z2=2-2u
xr = —4A

(2) r: ¢ y=14+8\ (para A € R) ssx—1l=y—4=z
z=1-2\

(3)7“:%*2:%22 siax=4=1=

(4) r: X =(3,-1,2) + A\(—=2,3,1) (para A € R) s: X = (9,10, —21) + u(4,—6,-2) (para p € R)

Exercicio 26. Sejam r a reta que passa pelo ponto A e é paralela ao vetor v # 6, e P_u)m ponto.
Mostre que, se B €r e U também é vetor diretor de r, entio A+ projz AP = B + proj»BP.

Proposicao 4. Sejam r a reta que passa pelo ponto A e é paralela ao vetor U # 6, e P um ponto.
Entao a distancia de P ar €

APAT
iy~ VAP AT
171
Demonstragio. Se P € r, entdo d(P,r) = 0. Ainda APAT = 0, visto que ﬁ//?f
Suponhamos P ¢ r e seja B = A+ ¥. Logo a distancia de P a r é a altura do tridngulo APAB

com relacdo & base AB. Seja h o tamanho dessa altura. Daf a drea de APAB é M. Por outro
lado essa mesma area é w. Como AB = v, concluimos que
APAT
d(P,r)=h= 4P A ¥ — ! .
17l O

Exercicio 27. Nas mesmas condi¢oes da proposicdo anterior mostre que, se B € r e U também é

vetor diretor de r, entio d(P,r) = HBWPE/%'

Exercicio 28. A altura e a mediana relativas ao vértice B do triangulo AABC' estdo contidas, respec-
tivamente, em r: X = (—6,0,3) + A(3,2,0) (para A € R) e s: X =(0,0,3) + u(3,—-2,0) (para p € R).
Sendo C = (4,—1,3), determine A e B.

Definigao 2. Para as retas r e s, dizemos sGo reversas se, e somente se, nao eriste plano que as
contenha.

Se r e s sdo retas nao reversas, fixemos plano 7 que as contenha. Sendo assim, r e s podem ser:
(1) paralelas e coincidentes, ou seja, = s. Neste caso, 7 e s tém os mesmos vetores diretores e

rNs # 0.
4



COORDENADAS AOS PONTOS DO ESPACO. RETAS E PLANOS MARCELO DIAS PASSOS

(2) paralelas e disjuntas. Neste caso, r e s tém os mesmos vetores diretores mas r N s = ().
(3) concorrentes. Neste caso, r N s é unitério.

Exercicio 29. Sejam r e s retas paralelas. Mostre que, para X,Y € r, d(X,s) =d(Y,s).

Proposigao 5. Sejam A e B, pontos, e U e U, vetores nio nulos. Sejamr: X = A+ AU (para X € R)
es:Y =B+ puv (para p € R) retas ndo paralelas. Temos que r e s sdo retas reversas se, e somente
se, [AB, U, U] # 0.

Neste caso, a distincia entre r e s € d(r,s) = = AT

Demonstragdo. Dado que r e s nao sao paralelas, sabemos que % }/v e deste modo 7 = U A U # 0e
(¥, 7, m) é base para V3. Logo existem a, 3,7 € R tais que

AB = a@ + BT +77 .
Observamos que AD o 77 = 7 | 7||%, pois @ e ¥ sdo ambos ortogonais a 7. Logo 7 || 7||> = [:473: a, v
Seja P = A+ a. Sendo assim, P €1 e

BP=BA+ AP =a@ - AB = 87 — 7 .

Logo .
ap,s) = IBEATL _ W AT _ IR 1T _
’ 7] 7] T
- . B “‘@)’T[’T”H
dado que v L m. Ainda d(P,s) = S

Suponhamos que r e s séo reversas. Logo rNs=0e P ¢ s. Dai d(P,s) #0 e [E, w, U] #0.

Suponhamos agora que r e s ndo sao reversas. Neste caso, dado que néo sdo paralelas, rNs = {R}.
Sendo assim, AR = A%, para algum A\ € R, enquando BR = u¥, para algum u € R. Logo

a® + BT +97 = AB = AR+ RB = \T — u¥ .
Ja que (U, ¥, 7) é base, deduzimos que a = A\, = —p e v = 0. Logo, [E, @,v]=0. Ainda, R=P
ernNs={P}.
Seja @ = B — 7. Dai Q € s. Observamos que
PG =PA+AB+BQ =AB ~ AP+ BQ = (aT + ST ++7) — ol — T =7 .
Sendo assim, PQ é ortogonal aos vetores © e U. Além dlth é ortogonal as retas r e s. Fixemos X € r

eY Y e 5. ] Temos que P PX = ou, para algum 0 €ER e QY = ¢¥, para algum € € R. Sendo assim,
XY = XP+PQ—|—QY Sejaw—QY PX = ¢¥ — 6%, Sendo assim,

PQow:('yn)O(ev —0u)=0,
pois Tew =0= e 7. Logo PQ L @ e, como XY = PQ + 0,
IXY(? = PG + [|@])* > | PG -
Ou seja, d(X,Y) > d(P, @), para quaisquer X € r e Y € s. Lembrando que P € r e que @ € s, temos
- [AB,%,7]
que d(r,s) = d(P,Q) = |o| - | 7] = 2T, O
Exercicio 30. Verifique que as duas retas:
re X =(1,1,1)+ X\(1,0,1), A€R, e
s: Y =(1,3,-1)+ u(-1,0,1), p € R.
sao reversas; determine os extremos no segmento que é ortogonal a r e a s e a distancia de r a s.

Exercicio 31. Dadas as retas

T:{x—my—i—l:O stx=4% =2 :{x—&—y—z:O

y—2—1=0 m y+z2+1=0

calcule m em cada caso:
(1) r e s sao paralelas (4) r, s et sdo paralelas a wum mesmo plano
(2) r et sao concorrentes (5) s et sao coplanares

(3) r e s sao reversas
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3. PLANOS E EQUAGOES
Finalmente vamos dar equagoes aos planos.

Definicao 3. Dado um plano w, toda base (@, V) para os vetores de m também serd chamada de par
de vetores diretores de T, ou simplesmente diremos que & e U sdo vetores diretores de .

Dados vetores @ e U, nao paralelos entre si, e A, ponto, fica determinado um tnico plano 7 tal que
Aeme (d,7) é par de vetores diretores de . Lembremos que, para X, ponto, sao equivalentes:
(1) X em,
(2) AX, T, T sdo coplanares, e
(3) existem \, u € R tais que AX = AT + u®.
Sendo assim,
X € 7 se, e somente se, X = A+ AU + pu¥ (para A, u € R).

Definicao 4. Sejam A um ponto, ¥ e U vetores ndio paralelos. Se w é o plano tal que A € 7 e de qual
(i, ) € par de vetores diretores, a equag¢do

X =A+\d +p¥ (para A\, € R)

€ chamada de equagao vetorial do plano ™ ou equagcao do plano m na forma vetorial. Muitas
vezes o plano m serd dito o plano que passa por A e é paralela aos vetores U e V. Esta situacdo
serd representada por

m: X = A+ AU+ u? (para A\, pu € R) .

E importante observar que plano nao tem equagao vetorial tinica pois quando fixamos outro ponto
da reta ou outros vetores diretores do plano a equacdo pode efetivamente mudar.

Ainda nas condigoes da definicdo, se fixamos um sistema de coordenadas para o espaco, entao
A= (xO,yOv ZO)? 1—[ = (av ba C) € U = (mﬂ nvp) Para X = ($7ya Z)v
Xenmr & (z,9,2) = (z0,Y0,20) + Ala,b,¢c) + p(m,n,p), para A\, u € R,
ou equivalentemente,
T =x9+ Aa+ pum
y=19yo+ Ab+pun , para A\, pu € R.
z2=2zo+ Ac+ up
Sendo assim, o plano, que passa por A e é paralelos aos vetores @ e ¥, é descrito por um sistema de
equagoes que serda chamado de sistema de equagoes paramétricas do plano ou ainda sistema de
equagoes do plano na forma paramétrica.

= (a,b,c) e ¥ = (m,n,p) vetores nio paralelos e
e U. Entdo, para o ponto X = (z,y,2),

Proposigao 6. Sejam A = (x9,yo,20) um ponto, @
m o plano que passa por A e é paralelo aos vetores U

X €7 se, e somente se, ar + By +vz+ 0 =0,
onde WAV = (a,3,7) e § = —(axg + Byo + Y20)-

Demonstracdo. Observamos que

Xern & [AX, T V] =AXe(RAT)=0 <« (z—20,y—y0,2—20)e(,3,7)=0 <«

ar+pPy+vz+6=0. 0
E importante notar que na equagao “ax + By +vz+d =07 temos a # 0 ou B # 0 ou v # 0 pois
W NV e o vetor (o, 8,7) # 0.

Teorema 7. Sejam A, B,C,D € R tais que A # 0 ou B # 0 ou C # 0. O conjunto dos pontos
X = (z,y,2), que salisfazem a equacio Az + By + Cz + D = 0, é um plano perpendicular ao vetor
(A,B,C).

Demonstragio. Sejam 1 = (A, B,C). Logo n # 0. Fixemos ¥ e U tais que (7,4, V) é base
ortogonal. Sejam xy = —ﬁ, Yo = —%, Zo = —% e P = (z0, 0, 20). Como
—A?D — B?D - (C?D A2+ B>+ C*)D
Axg+ Byo+Cz+ D = ”7_{”2 +D=—( ||_>H2 ) +D=0,
n
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induzimos que P satisfaz a equagdo Ax + By + Cz+ D =0 e que D = —Axg — By — Czy. Por outro
lado, para X = (z,y, z), ponto,

Ar+By+Cz+D=0 <& Ax+By+Cz—Axo— Byy—Cz=0 -,
0=A(x —x)+ By —yo) +C(z — 20) = (A, B,C) @ (x — 0,y —Y0,2 —20) =1 ePX =0 &
& PX=Mu+u¥ (para\,p€R) & X =P+ \d+pu? (para \,u € R),
ou equivalentemente, X estd no plano que passa por P e é paralelo aos vetores © ¢ v. Como 7 é
perpendicular a % e a U, o plano é perpendicular a 7. O

Definigao 5. Toda equagao da forma “Ax+ By+Cz+ D =0" (com A#0 ou B#0 ouC #0), que
descreve os pontos de um plano 7, serd chamada de equacao geral do plano © ou equagcao de w
na forma geral. Indicaremos esta situacdo por

m:Ar+By+Cz+D=0.

Exercicio 32. Obtenha uma equagdo geral do plano m que passa por A = (0,1,2) e tem vetores
diretores @ = (4,1,2) e ¥ = (2,1,-2).

Exercicio 33. Obtenha uma equagao geral do plano m que passa pelo ponto A = (1,0,2) e tem vetor
normal 7 = (1,—1,4).

Exercicio 34. Escreva equagoes paramétricas para a reta v = w1 N7a, onde m: 2z —y —3 =0 e
me:3r+y+22—1=0.

Exercicio 35. Qual o ponto da reta s: X = (—1,3,3) + A\(—1,2,3) (A € R), que estd no plano w: x +
y+z=17

Exercicio 36. Escreva uma equagdo vetorial da reta que passa por A = (1,2,3) e é perpendicular ao
plano m: 2z +y — z = 2.

Exercicio 37. Obtenha a interse¢io da reta r com o plano 7 (se houver):

(1) r: X =(1,0,1) + A\(2,1,3) (para A € R) m:x+y+z=20

(2) r: X =(0,1,1) + u(2,1,-3) (para p € R) m: X =(1,0,0) + A(1,0,0) + (0,1,1) (para \,p € R)
(3) r: 2=yt =23 mi2x+y—2z—6=0

(4) riz—2=3—y==22 m: X =(—4,-6,2) + A(2,1,3) + 1(3,3,2) (para \,pp € R)

Exercicio 38. Ache uma equagdo geral do plano o que passa pelo ponto P = (1,0,0) e contém a reta
T { x=2, y=XA z=24+X,(AeR).
Corolario 2. Sejam : Ax+By+Cz+ D =0eo0: Ex+ Fy+ Gz+ H =0, planos. Entao

w//o  se, e somente se, (A,B,C)//(E,F,QG).

Demonstragio. Sejam i = (A, B,C) e n3 = (E, F,G).
Suponhamos que 7//o e sejam ¥ eV vetores diretores de m. Pelo teorema anterior, sabemos que
n1//(d A T). Dado que @ e U também sao vetores diretores de o, deduzimos que 73 //(% A 7). Uma
—> —> — -~ ~ s = /=
vez que ny, ng € U A U sdo todos ndo nulos, concluimos que 17 //73.

— — —
Suponhamos que n7//n3. Para t, vetor, ¢ L nj se, e somente se, ¢t L n3. Portanto todo vetor
paralelo a 7 é paralelo a ¢ e vice-versa. Dai 7 e ¢ sao planos paralelos. O

Exercicio 39. Suponhamos que w: Ax + By+Cz+ D =0 e o0: Ex+ Fy+ Gz + H = 0 sdo planos
nao paralelos. Apresente ponto em mNo. Mostre que m N o € uma reta. Determine vetor diretor para
esta reta.

Exercicio 40. Mostre que toda reta pode ser escrita como a intersecao de dois planos nao paralelos.

Corolario 3. Sejam A,B,C, A", B",C' € R tais que A# 0, ou B#0, ouC #0, ou A" #0, ou B' #0
ou C" #0. As equacoes “Ax+ By+Cz+D =0" ¢ “A'x+ B'y+C'z2+ D’ =07 determinam o mesmo
plano T se, e somente se, existe A € R* tal que A’ = A, B' =\B, C' =\C e D' = \D.

Demonstragio. Sejam ny = (A, B,C) e na = (A', B, C").
Suponhamos que “Az + By +Cz+ D =0" e “A'x + B'y+ C'z+ D' = 0” determinem o mesmo
plano 7. Pelo teorema anterior, n7//n3 e existe A € R tal que n3 = A\ny. Portanto A’ = MA, B’ = A\B

e C" = X\C. Como ambos os vetores sao nao nulos, A # 0. Como (— ”ZL’:‘)P ,— H:ilgu ,— ”%’-QH) em,
1
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0=4' ( Tt ) +B/( Hflﬁ2) +C/( Tt u?) + D' =D’ - BAAPEEEEEACCD -
D — MNA2+B2+CH)D — D' _\D.

[E{
Ou seja, D' = AD.
Suponhamos que A’ = pA, B’ = uB, C' = uC e D' = uD, para u € R*. Logo
Ar+By+Cz+D =p(Az+By+Cz+D)=0 < Ax+By+Cz+D=0.

Sendo assim, as duas equagoes determinam o mesmo plano. O
Exercicio 41. Mostre que as retas r e s determinam um plano ™ e obtenha uma equacgao geral de .
(1) riz—1l=y=2zes:x—1=y==z (2)7":’“'7_1:T3 ies.%:%:%

Proposicao 8. Sejam P = (xg,¥0,20), @ = (x1,91,21) € R = (x2,Y2, 22), pontos nao alinhados, e
o plano determinado por P,Q e R. Para X = (x,y, z),

1 1 1 1
Xer « [F %0 " P2 _g
Y Yo Y1 Y2

z 20 Z1 z9
Demonstragao. E imediato do fato que X € 7 se, e somente se, X, P, @ e R sao coplanares. ]
Proposigao 9. Sejam P = (a, 3,7) um ponto e w: ax + by + cz +d = 0 um plano. Se @ = (a,b,c) e
Aem, entdo Q = P+ projzPA é o ponto de m mais préximo de P e a distincia de P ao plano m é
lac + bB + ¢y + d|
VaZ+ 2+
Demonstragdo. Seja (U, V) um par de vetores dlretores de 7. Naturalmente (U, ¥, n) ¢ base para

V3. Temos 0s_que QA e AQ sdo ortogonais an n. Logo AQ = au + B7, para a, 3 € R. Sendo assim,
Q=A+ AQ € 7. Tomemos X € 7. Logo QX//W e QX € PQ Sendo assim

IPX|? = PG + QX = |PG|* + |QX|* > |IPG* ,

e, consequentemente, ||P_X>|| > ||P_Q>|| e, de fato, Q é o ponto de 7 mais préximo de P.
A distancia de P ao plano m é

d(P,m) =

— ——. |PAeT]|
d(P,m) = [|[PQ| = |[projz PA| = N
Suponhamos A = (g, Yo, 20). Dal d = —axg — byg — c2p e
EOTL’:(a—xO,B—yO, —zp) e (a,b,c) =ala—x9)+b(B—yo)+c(y—2) =aa+b+cy+d.
Logo d(P,7) = %. O

Exercicio 42. Sejam 7: ax+by+cz+d=0co: ax+by+cz+e=0. Mostre que d(X,0) =d(Y, o),
para quaisquer X,Y € w. Determine formula para a distancia entre w e o.
Exercicio 43. Nas mesmas condi¢oes da proposi¢ao anterior, mostre que, se B € m, entao P +
projﬁﬁ = Q.
Exercicio 44. Calcule a distincia do ponto P = (1,2,—1) ao plano 7: 3z —4y — 52+ 1=0.
Exercicio 45. Calcule a distincia de P = (1,3,—4) ao plano

m: X =(1,0,0) + A(1,0,0) + pu(—1,0,3) (A, » € R).

Exercicio 46. Sejam P um ponto e ® o plano que passa por A e é ortogonal ao vetor v # 0. Seja R
0 ponto simétrico ao P com relacdo ao plano .

(1) Determine formula vetorial para determinar R.

(2) Sem:ax+by+cz+d=0e P =(a,pB,7), determine férmula para R.

Exercicio 47. Determine o ponto simétrico a P = (1,—2,0) com relag¢do ao plano w: 4o —4y—2z = 3.
8
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Exercicio 48. Sejam A = (xa,ya,24) e B= (xp,yp,25) dois pontos distintos. Mostre que os pontos
que equidistam de A e B determinam um plano. Determine caracteristicas deste plano em fungdo de

A e B.

Lema 10. Sejam o o plano que passa por A e € ortogonal ao vetor @ # Oera reta que também
passa por A e € paralela ao vetor W 75 0. Se WNT, entao o vetor U = W — prOJ—»w #* 0. Se s éareta
que passa por A e paralela ao vetor ¥, entdo s C o. Ainda, para todo t//a, ang( 7, W) > ang(W,W).

=g ~ ~ .
Demonstragdo. Se U = W — projzw = 0, entdo W//7, o que nao acontece. Seja ¥ = 7 A u. Logo
(7,7, V) é base ortogonal para V3 pois ¥ L 7. Ainda (u,7) é par de vetores diretores para o.
Naturalmente s C o.

Seja § = ang(W, @W). Daf

cosf = LA :UO(U—Fprojﬁ»H}’): | ” :”U”
12| [l 12| - [l [z e

lembrando que projzw//7 e 7 L u. Concluimos que 0 < § < % pois cos§ > 0.

Sejam t //m, ndo nulo, e ¢ = ang(7,w). Existem o, 8 € R tais que ¢ = a®¥ + BT. Visto que
7L,

Tew _ (oW +f7)e (@ +projp®) ol E|* _ a7
COSQY = 7= S hrid —> = 7= e
1]l R Iz e
pois U, projz®W e U sao 2 a 2 perpendiculares. Observamos que

— 2 2 5
1Z]) = Va2 IZIP + 82 171 = /o2 I = ol 1]l -

Logo K t ” <lecosp < |cosp| < cosf. Concluimos que ¢ > 6, ji que a fungao cosseno é decrescente

no intervalo [0, 7]. O
Proposigao 11. Sejam o um plano ortogonal ao vetor 1 # 0 er uma reta paralela ao vetor W # .
SerNao #0, entdo os menores dngulos entre v e o medem 0 € [0, %] tal que

|ﬁ) o W)
171 - 111

Demonstragio. Se T //W, entdao r | o e todos os angulos entre r e o sdo retos. Logo 0 = sesend = 1.
Por outro lado, de acordo com Cauchy-Schwarz, |7 @ w| = || 7| - |0]|. Sendo assim, vale a tese do
corolario.

senf =

Suponhamos que 7 }w. Pela proposigao anterior, % = W — projmw # 0ef= ang(ﬂ’ w). Uma

vez que cosf = H “, chegamos que 0 < 6 < T. Visto que @ L @, |@|]°> = [|Z]* + |[proj»w@]°.
Consequentemente
—12 2 — 12 |I_U>. 77/>|2
[@]" = cos “0 || 6] + ——5—
17l
= —2
ou seja, % = ||@||* — cos 20 ||@||* = ||@||* - sen 20. Sendo assim, sen 20 = % e segue a tese
da proposicao também neste caso. O
T =—A
Exercicio 49. Calcule a medida do angulo 6 entre r: y=1-X,(ANeR),em:y+2—10=0.
z=0

Proposicao 12. Se]am m: Ax + By + Cz+ D = 0 um plano e r a reta que passa pelo ponto P e é
paralela ao vetor T # 0. Seja 7 = =(A,B,C).
(1) Se 7 ndo é perpendicular a U, entdo m N1 é conjunto unitdrio.
(2) Se® LU ePem, entaor C .
(3) Sem LU eP¢mr, entaomNr=1{.
De fato, em cada um dos itens, vale a equivaléncia.
Demonstragdo. Sejam P = (o, 3,7), U = (p,0,7) e p = Aa + B + Cvy + D. Observamos que, para

A eR,
9
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P+ XV erme Ala+p\)+B(B+oN)+C(v+7N)+D=0& (4p+Bo+Cr)A+u=0<
@(ﬁo?))ﬂru:o.

1) Suponhamos que 7 @ U # 0. Logo a equacao “(77 @ ¥)A + p = 0” admite uma tnica solugao, ou
1

seja, m N r é conjunto unitario.
(2) Se L U e P €m entao i e ¥ =0 = p e consequentemente, para todo A € R, P+ A7 € w. Neste
caso, r C 7.
(3) Sem L ¥eP¢m, entdo W @ ¥ =0 # pu. Neste caso, nao existe A € R tal que P+ AV € 7, ou
seja, TN = 0.

Em cada item vale a equivaléncia pois ha somente trés possibilidades mutualmente exclusivas entre
plano e reta: “r N7 é unitario” ou “r C 7” ou “mNr = (. O

Exercicio 50. FEstude a posi¢do relativa entre r
(1) r: X =(1,1,1) + X(3,2,1) e m: X =( 3)
(2) r: X =(2,2,1)+ A(3,3,0) e m: X=(1,0,1)
(3) rix—2y=3-2z+y=2x—2 e m:X=_1
(4) r: X =(1,1,00+ X(0,1,1) e mz—y—z=2

(5)r: =2 =y—1=2 ¢ m:3x-6y—2=0

Exercicio 51. Nos casos onde houver interseccao ndio vazia entre r e m, determine o(s) ponto(s) na
interseccdo para os casos no exercicio anterior.

Exercicio 52. Um cubo tem diagonal AB e uma das faces estd contida no plano 7: x—y = 0. Sabendo
que A= (1,1,0) e B = (1,3,V2), determine os demais vértices.

Exercicio 53. Uma piramide tem por base um retingulo ABCD e seu vértice P = (1,1,1) projeta-se
ortogonalmente sobre o centro da base. A face APAB estd contida em m:x —y+ 2z =0 e a face
APCD, em ma: x +y+ 2 — 3 = 0. Determine B, C e D, sabendo que A = (1,0,0) e que o ponto
Q = (1,—1,0) pertence ao plano da base.

10
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RESUMO. Estas notas foram digitadas durante os cursos de MATB34 (Geometria Analitica e Algebra
Vetorial) em 2021 e 2022 (semestres 2021.1 a 2022.1).

Voltando & Geometria Analitica no Plano, ou seja, com duas coordenadas, vimos que as equagoes
de 1°.grau correspondem as retas. Queremos investigar quais e como sao as figuras que tém equacao
da forma:

az? +bry+cy’ +dr+ey+ f =0.

Se a =0 =0b = ¢, caimos no caso de 1°.grau, o qual ja foi estudado. Portanto, vamos supor que
a’?+ b+ #0.

Qualquer conjunto de pontos que satisfaca algum tipo de equagao serd chamado de curva e qualquer
curva associada a alguma equacao como a citada acima serd chamada de conica. Quando a conica I’
for definida pela equacio ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0, escreveremos

I:az?+bry+cy’ +de+ey+ f=0.

)

Os termos “ax?®”, “bry” e “cy®” sdo os termos de 2°.grau (ou de grau 2), “dz” e “ey” sio os termos
de 1°.grau (ou de grau 1), enquanto “f” é o termo indepedente. O termo “bxy” é chamado de termo
misto.

Chamamos atencdo para o fato que a equacdo ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 pode ser escrita
matricialmente como

(SR SIS

a$2+bmy+cy2+dm+ey+f:(x y 1)

vl vl
s o Nl

N

Ou ainda, por

b
x +(d e +f=0.
ey ) E)ee o)
b d
a 3 3
A matriz (simétrica) | 2 ¢ £ | é chamada matriz associada ao polindémio “az?+bay+cy? +
d e f
2 2
. a % . . b2 ,
dx +ey+ f”. A matriz | e o seu determinante (i.e. ac — %) também merecem destaque.

2 ¢
2

Exemplo 1. Algumas exemplos de “cénicas”:

(1) o conjunto unitdrio {(0,0)}, que pode ser representado por x* + y? = 0.

(2) areta x+y =1, que pode ser representado por (x +y —1)? = 2% + 22y +y —2x — 2y +1 = 0.

(3) a unido das retas concorrentes xt+y =0 e x —y = 0, que pode ser representado por (x+y)(x —
y) =% —y*> = 0.

(4) a unido das retas paralelas x+y =0 e x+y—1 =0, que pode ser representado por (x +y)(x +
y—1)=a?+2ry+y>—2—-y=0.

(5) o conjunto vazio, que pode ser representado pela equagdo 4x* + 23y* + 100 = 0

Date: 2022.
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Mas quanto a 2% — 4y% = 1? Qual conica é essa? Qual curva é ela? Vamos estudar todas as
possibilidades para as equagoes de 2°.grau nas duas varidveis. Primeira estudaremos algumas curvas
para construirmos suas equagoes. Num segundo momento vamos aprender a identificar a curva quando
nos é dada uma equagao de 2°.grau.

1. MUDANGAS NO SISTEMA DE COORDENADAS

Quando tomamos uma conica I': ax? +bry+cy?+dr+ey+ f = 0, a existéncia de “zeros” vai facilitar
sua identificagao. Por exemplo, o termo misto serda um dos fatores que mais dificultam o reconhecimento
da conica. Portanto mudangas no sistema de coordenadas sao ferramentas importantes para reescrever
I' num novo sistema no qual tenhamos mais coeficientes nulos.

Quando efetuamos tais mudangas um cuidado é essencial: nao se pode mudar a geometria do
plano! E o que isto significa? Significa que distancias devem ser mantidas, assim como medidas de
angulos! Veremos no decorrer deste texto que as conicas sdo definidas conforme condigoes envolvendo
distancia a um ponto, distancias a dois pontos e até distancia a uma reta. Dado que esses céalculos
sao determinados pelas coordenadas dos pontos, devemos ter o cuidado que as distancias continuem
as mesmas ainda depois da mudanga de coordenadas. Esse cuidado vai garantir que as condigoes
que definiram a conica mantenham-se exatamente as mesmas, o qual vai facilitar a determinagao da
coOnica e dos seus parametros. Duas serao as mudangas que usaremos e que garantem nao mudancga na
geometria: as translagoes e as rotagoes.

2. TRANSLACAO
Temos uma Translagao quando mudamos a origem do sistema mas mantemos sua base.

Proposigao 1. Sejam X e X/ sistemas de coordenadas de mesma base e origens O e O', respecti-
vamente. Se O' = (h,k)x, entdo

r=u+h
y=v+k °’
para todo X = (u,v)s = (2,y)s.
Demonstragao. Seja B a base que os dois sistemas compartilham. Fixemos X = (u,v)sy = (z,¥)s.

Daf OX = (z,y) e O'X = (u,v)p. Como 00 = (h, k), induzimos que
(2,9)5 = OX = 00 + O'X = (h, k)5 + (u,0)s ,
e consequentemente, x =u+hey=v+k. O

Uma vez que a base fol mantida intacta na translagao, as coordenadas dos vetores continuam as
mesmas. Isso garante que medidas de angulos e distancias sao as mesmas depois da translagao.

Exercicio 1. Determine a nova equagdo das retas quando muda-se a origem para o ponto dado:

(1) x=0¢€(1,-1) (4) 26 —y—3=0¢€(-1,3)
(2)?/:16(_%71) (5) x=y e (-1,2)
(8) z+y=1e(3,3) (6) z+y=0e(0,—4)

Exercicio 2. Determine a antiga equagao das retas quando mudou-se a origem para o ponto dado:
(1) u=0¢e€(1,-1) (4) 2v—u—3=0¢e(-3,1)
(2)v=1e(—3,1) (5) u+v=-1ce(l,-2)

(3) u+v=2¢e (11 (6) u+v=0c¢(40)

Aplicando a translacao da proposicao anterior & equacao ax?+4bry+cy?+dr+ey+f = 0, observamos
que:
ar’ +bzy +cy’ +dr+ey+f=0 <
s alu+h)?+bu+h)(v+k)+cly+k)?+du+h)+e(v+k)+f=0 <
& aduP+buw+dvP+dutev+ =0,
onde
a=a, V=0 d=c
d=2ah+bk+d, € =bh+2k+e e f' =ah®>+bhk+ck®+dh+ek+f.
2
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Proposigcao 2. Nas condi¢oes estudadas até o momento,

Demonstragao. Tomando a terceira coluna menos h vezes a primeira coluna

deduzimos que
al

b
2
d
2

!
onde v = f/ — Lh _

s

a/

]

b/
2
d/
2

Q

VLR

NS

o
|t ol

|

k vezes a segunda, concluimos que

b
a 3
boe
d e
z 2
dh k
onde B=a—-F —-F =Ff
b
a 3
ff=(h k )% ¢
d e
2 2

o[ vle Q

oo o vie

RS LENEY

[NISAE IS I )
Nl O Nlor
S L TE-W

menos k vezes a segunda,

bk d b d
bh el _|b e
T rck+3=13 ¢ 3|,

1 d’ e

f 7 7

’ . . . . .
5 % Por sua vez, tomando a terceira linha menos h vezes a primeira linha menos

d b d b d
2 a 2 2 a 3 32
el b el _|b e
2| = 2 ¢ 272 ¢ 2>
et ah+% +4 Yyck+ e q 4 ¢ B
— &bk _dh ek Nas f' = ah® + bhk + ck? + dh + ek + f e ainda
d bk d d
sllrl=0h & )| B+ck+s|=( k 1) < =
r) \1 s fickif
_dh e’k dh ek
- 72 + 2 +7+?+f'

Portanto 8 = f e concluimos a tese.

O

Uma primeira observagao importante é que a translacao nao muda os coeficientes dos termos de
2°.grau e, sendo assim, nao ¢é indicada para eliminar o termo misto, por exemplo. Ainda, a translacao
“anula” o termo indepedente se, e somente se, (h, k) for elemento da conica. Por fim, os termos de

1°.grau sao eliminados se, e somente se,

=(

ah+2k+£=0
bhtck+£=0

{

a
b

2

o Nl

D)=
2/ \1 2 €

(

h
k

)< ()

()

Se (h, k) é solugao deste tltimo sistema, entdo o termo indepedente da equagao da conica no sistema
Y que é f' = ah® + bhk + ck® + dh + ek + f, pode ser calculado por:

a 5 5\ (b 0 h
R E B U O R B e S I I L
$ 5 7/ \1 S :

e 2 ~ . ~ 7’ . ~
Se o nimero ac — % # 0, entdo o sistema tem solucdo tnica. Caso 4ac = b?, este pode nao ter

solugao ou ter infinitas solugoes.

Exercicio 3. Ache translacdo que elimina os termos de 1°.grau para as sequintes equacoes de 2°.grau

e apresente-as depois da translacdo:

(1) 922 + 16y> — 36z + 96y + 36 = 0

(7) 1622 — 9y — 642 — 18y + 199 = 0

(2) 2522 + 16y* + 50z + 64y — 311 =0

(8) 42 — day + Ty* + 120+ 6y — 9 =0

(3) 422+ 9y? —8x — 36y +4 =10
(4) 922 — 4y? — 182 — 16y — 43 =0
(5) 2® —4y® + 62+ 24y — 31 =0
(6) 2522 — 4y? + 40y =0

(9) (x+1)(y—-2)=1

(10) 3z% + 2zy + 3y? + 6122 + 22y +2 =0
(11) T2% + 62y — y* + 282 + 12y + 28 =0

(12) 8y2 + 6y — 122 — 26y + 11 =0

Exercicio 4. Sejam a,b,c € R tais que 4ac = b>. Mostre que:

_ (2az+by)?
(1) ax? + bay + cy? = =200

bx+2c 2
(2) ax? + bay + cy? = Lrtw) = v)

, sea#0.
, se c# 0.
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Lema 3. Sejam a,b,c,d, e, f € R tais que ac = %. Entao

N

a 2

SIS

A S STT ST

[l N[

oo O Nlor
s o Nl
vl vie
Mo O Nlor

ol Nlc

Demonstragao. Tomando a segunda linha menos % vezes a primeira linha, concluimos que

b d b d b d
a 3 3 a 3 3 a 3 2 0 b 0 4
b — |ab b2 S bd | _ bd 2| _ 2
a'i ¢ %_% =4 %_0 0 a; I__(a;_?)d g__é e
d d 2 2 2 2
: s flog 5 f1 15 5 f
Analogamente demonstra-se a outra igualdade do enunciado do lema. O
, . : h+5k+42=0
Lema 4. Sejam a,b,c,d,e, f € R onde a® + b* + c® # 0. O sistema linear CZ N +e2 (em
b d
a 3 3 0 b
(h,k)) admite infinitas solugdes se, e somente se, g c 5=\ 2l =0.
d e ¥ 2 ¢
2 2
Demonstracdo. Basta perceber que o citado sistema linear tem infinitas solugoes se, e somente se, uma
equacao é multiplo da outra. O
b d
a 3 3 0 b
Teorema 5. Seja I': ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 uma cénica onde % c 5=, 2l=0ce
d e ¢ 2 ¢
2 2
a 4
~ 2
a#0. Seja D=1, .
3 [
(1) Se D <0, entao I' representa a uniao de duas retas paralelas distintas.
(2) Se D =0, entdo T' representa uma reta.
(3) Se D >0, entao I" representa o conjunto vazio.
Demonstra¢do. Uma vez que a # 0, seja A = %. Dai b = 2a) e ¢ = a)?. Pelo lema 3, segue que
“ 3
» .| =0ee=Ad. Portanto
2 2

ax® + bry 4+ cy? +dx + ey + f = ax® + 2a\xy + a\?y? +dr + My + f = a(z + X \y)? +d(z+ Ny) + f .
O discriminante da equacio de 2°.grau au? + du + f = 0 (em u) é —4D. Sendo assim:
(1) Se D < 0, sejam u; e up as rafzes distintas da equacao au? + du + f = 0. Neste caso,
ar’ +bry+ ey’ +drdey+f=0 o zHIy=uouz+Iy=uy,

o que corresponde a uniao de duas retas paralelas distintas.
(2) Se D =0, seja ug a solugao (tinica) da equacao au? + du + f = 0. Neste caso,

ar® +bry+cy’ +dv+ey+f=0 & z+ly=uo,

0 que corresponde a uma reta.
(3) Se D > 0, entdo a equacao au’ + du + f = 0 nao admite solucio. Neste caso, ndo ha pontos do

plano que satisfazem “ax? + bry + cy? + dx + ey + f = 07 e esta representa o conjunto vazio. 0
b d
a 3 3 0 b
£ T 2 2 _ - b _ 2| _
Exercicio 5. Seja I': ax” +bxy + cy” +dx + ey + f =0 uma conica onde |5 ¢ 5| = b =0ce
d e f 2 ¢
2 2
c &
c#0. Seja C' = |, ; . Mostre que:
2

(1) Se C <0, entao I' representa a unido de duas retas paralelas distintas.

(2) Se C =0, entao T representa uma reta.
4
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(8) Se C > 0, entao T' representa o conjunto vazio.

Exercicio 6. As conicas abairo determinam retas paralelas ou o conjunto vazio. Determine qual € a
situacao de cada e, nos casos de retas, determine as retas que sao representadas.

(1) 22 +2zy+9y? — 20 —2y+1=0 (4) Tw? + 287y + 28y? — 2z — 4y — 1 =0
(2) 4x% + 28zy + 49y? — 22 — Ty = 0 (5) 2% —6xy +9y%> —4dx + 12y +4=0
(3) 322 + 122y +12y> — 20 — 4y +9 =10 (6) 42 — dzy + 3> — 16v52 + 85y +81 =0

Exercicio 7. Determine condicio sobre k € R tal que a cénica dada por x2—6xy+9y? —4x+12y+k =0
nao seja vazia.

3. ROTACAO

Uma Rotagao é uma mudanga no sistema de coordenadas que mantém a origem do sistema e a faz
. — —>\ s P ~ XY
seguinte mudanga na base: se B = (e7,€z2) é base ortonormal inicial, entdo C = (f1, f2) € a nova base,

onde f1 = (cosf,senf)g e E = fl)J- = (—sen#,cosf)g, para § € R. Se O é um ponto e os sistemas sao
Y =(0,B) e ¥ =(0,C), para todo X = (u,v)sr = (z,9)sx,

x\ [cosf —senb\ (u
y) \senf cosf v)’
pois
O0X = ufl) + vg = u(cosd,sen ) + v(—senb, cosf)g = ((cos 0)u — (senB)v, (send)u + (cos G)U)B

E importante notar que C é base ortonormal e, se T = (u,v)¢ = (z,y)s, entao
2%+ y? = ((cosf)u — (sen 0)11)2 + ((sen@)u + (cos 9)1})2 =
= (cos20)u? — 2(cos fsen O)uv + (sen 26)v? + (sen 20)u? + 2(sen fcos @) uv + (cos 20)v? =
=u?(cos 20 + sen 20) + v?(sen 20 + cos 20) = u? + v? .

Portanto normas de vetores sao mantidas e consequentemente produtos escalares entre vetores serao
mantidos. Isso garante que medidas de dngulos e distancias sao mantidas depois da rotagao.

cosf —senf
senf)  cosf

A matriz (

) serd chamada de matriz da rotagao 6.
Exercicio 8. Mostre que, para todo 6 € R, a matriz da rotag¢ao 6 € inversivel e sua inversa coincide
com sua transposta.
Portanto, pelo exercicio acima,
u) (cosf —senf e ([ cosf senf) [z
v)  \senf cosf y)  \—senf cosf) \y)

Exercicio 9. Determine a nova equagdo das retas quando aplica-se a rotagdo dada:
(1) x=0e6=7% (4) 20 —y—3=0ef=m

(Q)yzleﬁzig (5) x=yed=3"
(3) x+ty=1lel=7% (6) +y =0 e 6 =arccos
Exercicio 10. Determine a antiga equacdo das retas quando rotacionou-se pelo valo\} dado:
_ _ _ _ 5
et i

(8) u+tv=2ef= (6) u+v=0e=—m

N

Proposigao 6. Seja s: ax + by + ¢ = 0 uma reta. Existe rotagao tal que s € vertical no novo sistema
de coordenadas.

Demonstragio. Seja © = (a,b) que sabemos ser nao nulo. Sejam r = Va2 +b2 e § € R tal que

cosf) = = esenf = 5 Tomemos a rotacio por 0. Dai

-
ax + by + ¢ =0 < rcosf(ucosf — vsen d) + rsenf(usend +vcosd) +c=0<ru+c=0.
Portanto s: u + = = 0, que é reta vertical no novo sistema de coordenadas. ([

Exercicio 11. Mostre resultado andlogo ao da proposicao para ser horizontal.
5
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Aplicando uma rotagdo & equagdo az? + bxy + cy* + dx + ey + f = 0, observamos que:
a(ucos § — vsen )2 + b(ucos § — vsen 8)(usen 6 + vcos ) + c(usen O + vcos )2+
+d(ucos @ — vsen 0) 4 e(usen + vcosf) + f =0
s du+buw+dvP+du+ev+ f =0,
onde
a’ = a(cos 26) + b(sen Ocos ) + c(sen 20),
b = beos (20) — (a — c)sen (20)
¢ = a(sen26) — b(sen fcos ) + c(cos 20)
d' = d(cos®) + e(sen ¥,
e/ = —d(senf) + e(cos) e
fr=r.

Essas mesmas igualdades também podem ser estabelecidas quando lembramos que

b
az? +bry+ ey’ +drt+ey+ f=0 & (z y) (b 2) (;j) +(d e) (;j) +f=0 &
5 C
cosf senf 2\ [cos® —senb\ (u cosf —senf) (u _
< (u U> (—sen@ cos&) < c> (sen@ cos > (v>+(d e) (sen@ cos ) (v>+f_0'
Ou seja,

rb b _ _
a/ 3| _ [ cos 0 senf) [a 3 cos 6 sen 6 . (d’ e') _ (d e) cos 6 sen 6 '
v —sentl cosf) \L ) \senf cosf senf  cosf

Exercicio 12. Mostre que a’ —c =V =0 se, e somente se, a —c=b=0.

s}

i Q

N2 2
(GO i

Proposigao 7. Nas condigoes estudadas até o momento, a' +c =a+c ead'c — = T

Demonstracao. Observamos que

a+c = (a(cos 20) + b(sen fcos 0) + c(sen 29)) + (a(senQH) — b(sen fcos 0) + c(cos 20)) =
= a(cos 20 + sen 20) + c(sen 260 + cos%0) = a + c.

enquanto
7 b
a'd — & — det a/ 2 ) = det cos ~ sen@ det [ %) det cost —senf =ac— 2.
4 % o —senf cosf % c senf)  cosf 4
|
1oy d b d
2z 2 a 3 3
Proposicao 8. Nas condicoes estudadas até o momento, % c % = g c 5
!’ !’ d
g 5 folg 2 f
Demonstragao. Mostra-se que
a’ % %/ cosf senf 0 a & 4 cosf —senf 0
%’ c %’ = | —senf cosf O % c 3 senf cosf O
’ ’ d
% < f 0 0 1 S 5 f 0 0 1
cosf senf 0 cosf —senf O
Dado que | —senf cosf 0] e | senf cosf 0| tém determinante 1, segue a tese. a
0 0 1 0 0 1

Conforme ja mencionado, o termo misto é aquele que mais dificulta o reconhecimento da conica. A
rotacdo da possibilidade de eliminarmos o termo misto de a’u? + b'uv + ¢'v? + d'u +ev+ f' =0. E
para tanto, b’ = 0 se, e somente se,

(a —c)-sen(20) =b-cos(20) .
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Proposicao 9. Existe § € R tal que (a — ¢) - sen (20) = b - cos (20).

Demonstragdo. Se a = c, basta tomar § = 7. Suponhamos a # c e seja 0 = %arctg (al)' Portanto

tg (20) = 2 e (a — c)sen (20) = bcos (20). O
Teorema 10. Se b# 0 e (a — ¢)sen (20) = b - cos (20), entdo o' # ¢’ e da’ e ¢ sdo raizes do polindmio
a—t 5
— 2
p(t) % c— t‘ °

Demonstragdo. Suponhamos que b # 0 e (a — c)sen (20) = b-cos(20). Dai b/ =0 e, pelo exercicio 12,

a #c. Pelolema?a—i—c—a—i—ceac-ac—— Logo
a—t b b? 2 v 2 ’ 1 ’ ’
p(t) =14 . 2 = (t—a)(t—c)—z =t*—(a+c)t+ | ac — T =t‘—(a'+)t+d'd = (t—d")(t-C"),
5 _
que tem exatamente a’ e ¢’ como raizes. |

b

Se M = (?f 2) e I é a matriz identidade 2 x 2, entao o polinémio citado no teorema é
2

a—t

2

p(t) = det ( % ) = det(M — tI) .

Coroldrio 1. Nas mesmas condig¢oes do teorema anterior, (cos,senf) resolve o sistema

a—da b z\ (0
s c—a')\y) \0J’
enquanto (—sen @, cos @) resolve o sistema
z\ (0
y) \0)
Demonstra¢do. Sabemos que
a0\ [ cosf senf\ (a 2\ [cos® —sen®
0 ¢)  \—senf cosb g ¢ ] \senf cos@ ) °
a 5\ [cos® —senf\ _ [cosb —senH 0
g c) \sen® cos@ ) \send 0059 I
Concluimos que

: cos , [cosf —ad b cos 0
2 =a ou 2
c /| \senf sen 0 % sen (9 ’

_J b
Analogamente, concluimos que (—sen 6, cos ) resolve o sistema ( b 2 c’) <y) = (8) O
b —

t

Sendo assim,

Nl Q

c

Lema 11. Sejam N uma matriz 2 X 2 simétrica e o, 5,7,0, A\, p € R. Se A #£ u, N (g) =A (g) e

N (g) =u (g) entio (a, B) L (7,9).

pa+qf = A
. . (P q qa+1rB = A3 UG - _
Demonstracdo. Seja N = (q T) e suponhamos Dy 0 =y Sejam u© = (o, 3) e U = (7,9).
qy+1rd = pd
Logo
AW e V) = (\Z) @ T = (pa + ¢, qa + 1) @ T = (por + qB)y + (qa + 1B)d =
=a«

) e
+q5)+ﬁ(qv+7"5)=ﬂ’°( Y+ qd,qy+10) = U o (uV) = pu(d o 7).
v
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b
Lema 12. Nas mesmas condicoes do teorema 10, se ( z

) ()= () o (3 2) () -
¢ (‘f) . b

Demonstracdo. Seja M = (2‘ 2). Pelo corolario 1, M (—sen@) =/ (—sen@)' Se M <a) =
5 cC cos 6 cos 6 15}

Nl Q

a (g), entdo (a, B) L (—cosf,sen @), pelo lema anterior e dado que a’ # ¢. Portanto, (—cosf,sen @) e

(=B, «) sado paralelos e existe v € R tal que (=3, a) = v(—cosf,send). Logo N <_a6> = (;B) O

Exercicio 13. Ache rotacdo que elimina o termo misto para as Sequintes equagoes de 2°.grau e
apresente-as depois da rotacdo:

(1) 42® — 4oy + Ty? — 24 =0 (7) T2% — 6v/3zy +13y> — 16 =0

(2) vy =1 (8) 8% +6zy —9 =0

(3) 322 +3zy +3y> —4=0 (9) 2% 4 2zy + 9% — 8v2x + 82y =0
(4) 2%+ 6zy —y? =0 (10) 2% +2zy +y> =0

(5) 5% +2y% + 22y +2 =0 (11) 42® + 28zy +49y* — 1 =0

(6) 3222 + 52zy — Ty*> + 180 =0 (12) y? — 22y + 22 + 162 + 16y = 0

4. PARABOLAS

Fixemos uma reta r e ponto F ¢ r. A parabola de foco F e diretriz r é a curva determinada
pelos pontos que equidistam de F' e de r. Sendo assim, se I' é pardbola determinada pela diretriz r e
foco F, entao, para um ponto X,

Xel & JdX,F)=d(X,r).
Sejam H o ponto de r mais proximo de F' e V o ponto médio do segmento F'H. Naturalmente

d(V,F)=d(V,H). Como HV LreHe r, deduzimos que d(V,r) = d(V, H). Sendo assim, d(V, F) =
d(V,r), ou seja, V é ponto da parébola. Esse ponto é chamado de vértice da pardbola.

Definigao 1. Seja I' uma pardbola de foco F e vértice V. A reta W é chamada de reta focal de T'.

Além disto, a reta focal é a reta que passa pelo foco e é perpendicular & diretriz.

Se = (a,8) er: Az + By + C =0, onde A? + B? # 0, entdo, para X = (z,y),
XelTe Jz—a2+{y—-p8)2= %\/%5‘ & (A2+B?) ((z — 2)? 4+ (y — B)?) = (Az+By+C)? &
& (A% + B?) (2% — 20+ a? + y? — 2By + %) = A%2? + B?y? + C? + 2ABuxy + 2ACz + 2BCy &
Bzxz—QABxy-i—AQyQ—Q(a(AQ + B2)+A0)x—2(6(A2 + B?)+Bc)y+ ((A2+B2)(a2+52)—02) =0

b
a b
Teorema 13. Toda pardbola admite equacio ax? + bxy + cy?> +dx +ey + f = 0, onde b 2l=0e
3 &
b d
@ 3 3
g c 5| #0.
d e
3 32 [
Demonstracdo. Tomemos a equacio desenvolvida nos pardgrafos acima e sejam a = B2,b = —2AB,c =
A2.d = —2(a(A2 +B%) + AC),e - —2(5(,42 +B?) + BC) e f= ((A2 + B?)(a? + B2) — C?). 0
A
b 2
, a 3| _| B —AB| , . _ b e
nimero % o= ’—AB 42 | € nulo. Seja D = fl ¢ 5| Pelo lema 3,
d e f
2 2
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&)

B2 —a(A2+ B2) - AC|
—AB —B(A?+ B?) - BC

— —B2(B(B(A% + B2) + BC) + A(a(A2 + B2?) + AC))® = —B%(A? + B2)2(Aa + Bf + C)?
Analogamente, mostra-se que A2D = —A?(A? + B?%)?(Aa + BB + C)? . Dado que A? + B% # 0,

deduzimos que D = —(A% + B%)?(Aa + BB + C)2. Como F ¢ r, Ao+ Bf + C # 0 e completamos a
tese do teorema. O

B oA+ B+ ac|
—A B(A2+B?)+BC|

_ _ 2

B2D = —

N
Nle Nl

Vale notar que B?z? — 2ABxy + A%y? = (Bx — Ay)? e que B(z — a) — A(y — B) = 0 é equacdo da
reta que passa pelo ponto F' e é perpendicular a reta r, ou seja, a reta focal. Ainda, o coeficente do
termo misto é 0 se, e somente se, A = 0 ou B = 0, ou equivalentemente, a reta diretriz for paralela a
um dos eixos coordenados. Mais precisamente:

(1) se r ¢é horizontal (i.e. A =0 # B), entao I' tem um tnico termo de 2°.grau, que é o termo com a
primeira coordenada ao quadrado.
(2) se r é vertical (i.e. A # 0 = B), entdao I' tem um tnico termo de 2°.grau, que é o termo com a
segunda coordenada ao quadrado.

Vamos estudar as pardbolas que tém diretriz horizontal. Seja I" a pardbola de vértice V' = (h, k),
diretriz r e foco F, onde VE = (0,p) # 0. Dai F=V 4+ VF = (h,k + p) eH=V-VF = (h,k —p).
Como 7 deve passar por H e ser perpendicular a ‘/_}7", entdo r: y —k+p = 0. Se I é a pardbola de
foco F e diretriz r,

X=(@y el ey@—h2+t(y—(k+p) =ly—k+pe

2 2
S@-h+(ly—k -p) =(y—k +p) =
S (@—h)?+y—k)?=2py —k)+p> = (y —k)> + 2p(y — k) +p° &

& 4dply — k) = (z - h)%

Se “abrimos” o quadrado, obtemos:
1 h h?
I: —z? - — —+k

Yy = 4px 2p T+ 1 + kK,
que é expressao conhecida desde o ensino médio.
Teorema 14. Sejam a,b,c € R onde a # 0. O conjunto dos pontos (z,y) do plano, que satisfazem a
equacdo y = ax® + bx + ¢, € uma pardbola de vértice V = ( 2a, %), oco F = (—%, —% + ﬁ) e
diretriz r: y + % + ﬁ =0, onde A = b% — 4ac

Demonstra¢do. Dado que a # 0,

) (2 b> <2 b b2 b2) < b>2 A
ar“*+br+c=alz*+-2)+c=alz*+-2+——-—— | +c=alxz+—] ——.
a a

4a2  4a? 2a 4a
Logo
) A b\° 1 A b\°
y=ar"+br+c & y+-—=alx+ — s —|ly+—)=(x+— .
4a 2a a 4a 2a
Sejam h = —g=, k = 4a, p= 41a, V = (h,k), F = (h,k + p), r a reta perpendicular ao vetor (0, p)
que passa por ( h,k —p) e T a pardbola de foco F e diretriz r. Para X = (z,v),

Xel & 4py—k=@-h? < é(erffa):(aﬁL%)z & y=ar?’+br+c.

Corolario 2. Seja I' uma pardbola. Existe sistema de coordenadas (ortogonal) tal que, para algum

a#0,T:y=az?

Demonstracdo. Sejam F, V e r o foco, o vértice e a dlretrlz da T, respectivamente. Seja f1 um vetor
unltarlo e diretor de r. O sistema de coordenadas (V, fl, f1 ) é ortogonal. Neste sistema V = (0,0) e
VF = (0,p), para algum p # 0. Se a = ﬁ, entao
X=(zr,y) el & 4py=2* & y:%:aa@.
9
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O

Observamos que a demonstracao do teorema anterior ja nos dé um roteiro para conseguir os ele-
mentos que determinam a parabola:
(1) se a equacio é da forma y = az? + bz + ¢, entdo a pardbola tem diretriz horizontal.
(2) tome a expressdo azx? + bz e a escreva como a (x2 + %x)
(3) tome a expressao x2 + gx e some e substraia a ela algo para completar um quadrado, mais
. . . 2
precisamente, some e subtraia % pois % + gx + % = (a? + %) .
(4) passe para o outro lado da igualdade tudo que “ficou de fora do quadrado perfeito”.

Exemplo 2. Como obter os elementos que determinaram a pardbola T': y = 222 Como determinar
seu foco e a diretriz? Observamos que

y=2> & 1(y—0)=(z—0)>.
Portanto, podemos tomar h = 0, k = 0 e 4p = 1. Obtemos que o vértice ¢ V. = (0,0), enquanto

VFE = (O, %) Dai o foco é F = (O, %) A diretriz é perpendicular a VE ce passa pelo ponto H =

V-VF = (O7 —i), ou seja, a diretriz é a reta de equacgao y = —i, que jd sabiamos ser horizontal.

Exercicio 14. Sejam V e F wvértice e foco de uma pardbola T'. Suponha que V = (h, k) e VF = (p,0),
com p # 0. Mostre que T': 4p(x — h) = (y — k)2.

Exercicio 15. Determinar o vértice, o foco e uma equacao da diretriz de cada uma das pardbolas:

(1) 2> + 42+ 8y +12=10 (6) 2> =12y +72=0 (11) y = 2% — 4z + 2

(2) y=(x—1)(x+2) (7) y =4z — x* (12) . =y*> — 6y +8

(3) 2 —2x —20y —39=0 (8) —8x+y>—6y+17=0 (13) z=1>+y+1

(4) y*>+ 4y — 160 — 44 =0 (9) y—a?+6x=9 (14) 2% —6x — 5y +14=0
(5)y:w;_2x_1 (10) y = 2*> + 42 + 6 (15) 4y* — 482 — 20y — 71 =0

Exercicio 16. Para cada item, determine uma equag¢do da pardbola a partir das informagdes dadas.
Determine o foco, o vértice e a diretriz da pardbola, nos casos onde nao houver a informagao.
(1) foco F = (3,4) e diretrizd: x —1=0.
(2) foco F = (—=2,3) e diretrizd: y + 6 = 0.
(8) vértice V= (1,2), reta focal paralelo ao eiro das abscissas e P = (—1,6) € onto da pardbola.
(4) reta focal paralelo ao eizo das ordenadas e os pontos P = (0,0), @ = (1,—-3) e R = (—4,—8)
pertencem a pardbola.
(5) reta focal f:y—5=0, diretrizd: x —3 =0 e vértice sobre a reta r: y = 2z + 3.

Proposigao 15. O ponto da pardbola mais prozima da sua diretriz € seu vértice. Ainda, uma pardbola
nao encontra sua diretriz.

Demonstracao. Sejam F', V e r o foco, o vértice e a diretriz de uma pardbola, respectivamente. Fixemos

um sistema de coordenadas cuja origem seja V e para o qual a r seja horizontal. Entao V = (0,0),

VF = (0,p), para algum p # 0. Aindar:y+p =0, [:4py =22 e d(V,r) = |p|. Se X = (2,y) €T,

entao

1‘2 + 4p2 4p2
Alpl = Alp|

Consequentemente, I' N7 = (). O

d(X,r) =y +p|l = ‘ +p‘ = |p| = d(V,r) .

Fizemos o reconhecimento de parabolas com diretriz paralela a algum dos eixos coordenados. O
teorema a seguir nos ajuda a reconhecer uma parabola qualquer.

a b d
o b 2 2
Teorema 16. Seja I': ax?+bxy+cy? +dx+ey+ f = 0 uma conica onde b 2l=0e g c 5|#0.
2 ¢ d e
7 3 f
Entao T' descreve uma pardbola.
Demonstra¢do. Estudemos primeiro o caso no qual a # 0. Logo
ax? +bxy+cy? +drtey+f = (4a 2+ dabzy + b*y?) +drtey+ f = (Zax—l—by) +dr+ey+f.

10
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Seja s = v/4a? + b2, que necessariamente é nao nulo. Neste caso usemos a rotagao

()-(5 %))

Logo
2 2
2ax+by _ 2a(2uus—b'u) _|_b(bu-|;2av) _ (4a —:b )u _ 327u — su e
de+ey=d (Zausfbv) te (butzav) _ (2da-ss-eb)u + (2ca;db)v.

Sendo assim, depois da rotagao, I' terd equacao:
su?  (2da +eb)u  (2ea — db)v
+ +
4a S

+f=0.

Dado que # 0 e que a # 0, pelo lema 3, conclui-se que = 2‘”474” # 0. Consequen-

o Nl

[[SW VIS~
Do O o
s NI IR

o

2
temente, 2ea — db # 0 e podemos escrever

53 2da + eb sf
Mv=(-——— | u? — -
Y (4a(db26a))u + <db26a>u+ db — 2ea’

que é equagao de pardbola com diretriz horizontal (no novo sistema), pelo teorema 14.

b d
Caso a = 0, induzimos que b = 0 e ¢ # 0. Por outro lado, d # 0 pois, pelo lema, 3, |2 §| =« L0,
c ¢
2
Neste caso,
d e
Peyte 4 C)
Y c d
que é equacao de pardbola com diretriz vertical, pelo exercicio 14. O
a b
Corolario 3. Sejal': ax?+bry+cy®+dx+ey+ f = 0 uma cénica onde b 21 = 0. EntaoT descreve
2 ¢
2
pardbola, retas paralelas (coincidentes ou ndo) ou o conjunto vazio.
Demonstracao. Consequéncia imediata do teorema anterior e do teorema 5. O

E interessante notar que, nas condicoes do coroldrio anterior, ax? + bry + cy? é miltiplo de um
quadrado perfeito por causa do exercicio 4. Pelo teorema anterior, esse quadrado perfeito ja determina
a primeira coluna da rotacao que elimina o termo misto.

Exemplo 3. A cénica I': 922 — 24xy + 16y? — 30z — 85y + 175 = 0 ¢ wma pardbola pois

9 _19 9 -12 -15
=9.16-144=0 e |-12 16 —5|= 140625
-12 16 o
~15 % 175

2
Ainda assim, essa informac¢do prévia ndo nos ajuda a encontrar elementos importantes na pardbola

tais como foco, diretriz e vértice. Jd o fato que 91> — 24xy + 16y* = (3x — 4y)? nos induz a usar a

3

. 3

rotac¢ao < ) = < 54
y ~5

> (:j) para eliminar o termo misto. De fato,

(SRS TN

3w —dy =3 (3ufiy) — g4 (Aubdu) = 2u — 5y ¢
—30z — 85y = —30 (2utdy) — 85 (=4ut3v) = 50u — T5v .
Portanto, no sistema (u,v), I': 25u® + 50u — 75v + 175 = 0. Dado que

25u% + 50u — 750 + 175 =0 u? +2u —3v+7=0< (u+1)> =3(v —2) ,

temos que I' € pardbola de vértice V = (—1,2) e foco F = (—=1,1) (no sistema (u,v)), pois p = 2.
Por sua vez, a diretriz é r: v = 2. No sistema original (o sistema (z,y)), V = (1,2) e F = (£, 2).

3 _4
Jd que <z) = <i 35> (?j), concluimos que r: 16x + 12y = 25.
5 5

11
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Exercicio 17. Identifique as cénicas de equacdes e, no caso das pardbolas, explicite o foco e a diretriz:
(1) y* — 22y + 2% + 162 + 16y = 0 (4) Tw? + 28zy + 28y? — 2z — 4y — 1 =0
(2) 322 + 122y +12y% — 22 — 4y —9 =10 (5) 4x? — dzy + y? — 8V/5x — 161/5y = 0
(3) 162% — 24zy + 9y? — 852 — 30y + 175 =0 (6) 2> — 6zy+ 9y?> — 4z + 12y +4=0

Exercicio 18. Mostre que toda pardbola € um conjunto ilimitado e infinito.
Exercicio 19. Uma pardbola T' tem vértice V.= (1,1) e foco F = (0,2). Determine sua diretriz e
equagao para I'.
5. RETAS E PARABOLAS
Proposigao 17. A reta focal de uma pardbola € eizo de simetria dela.

Demonstracdo. Seja I': y = ax? (onde a # 0) uma pardbola. Neste caso a reta focal é a reta x = 0.
Tomemos um ponto X = (x,y) € I'. Se Y é o simétrico de X com relacdo a reta = 0, entdo
Y = (—x,y). Como a(—x)? = az? = y, conclufimos que Y € T O

Proposicao 18. Toda reta paralela a reta focal de wma pardbola a encontra uma unica vez.
Demonstrag¢do. Suponhamos I': y = ax?, para a # 0, e seja s: x = k. Dai, sNT = {(k,akg)}. ]

Definicao 2. Seja I' uma pardbola. Se P,Q € T sdo distintos, dizemos que PQ é uma corda de T.
Se uma corda de I' passa pelo seu foco, entdo dizemos que ela € wma corda focal.

Exercicio 20. Determine o comprimento da corda focal da pardbola x* + 8y = 0 que ¢ paralela a reta
r:3zx+4y —7=0.

Exercicio 21. Se F = (2, g) eV = (2,1) sao o foco e o vértice de uma pardbola T'. Determine
equagdo geral da reta diretriz de T', equacao para T e o ponto de T alinhado com o foco e (8,7).

Proposigao 19. Toda pardbola admite uma corda focal de comprimento minimo e esta € paralela a
sua diretriz.

Demonstragdo. Seja I': 4py = x2, para p # 0. O foco de I' é F = (0,p) e sua diretriz é y +p = 0.

2

2
Sejam P = (xl, Z—;) e @ = (2, Z—;), pontos distintos de I". Portanto x; # x3. Observamos que

P,Q e F estao alinhados se, e somente se,

1 1 1
1 1 1 2 2 2 2
0 T1 X2 1 1 T To 1 (m2—4p )—mg (.’rl—4p )
0= , : :@ 0 X1 T2 :E x2—4p2 1‘2—4p2 = 7 PN
P Ty Tp 4p? xf x% 1 2
4p  4p
& 122(v2 — 1) +4p* (22 — 11) = 0 & 1120 = —4p? .
2 2 2 2 2
O tamanho dessa corda focal é Z—; +p‘ + Z—; +p‘ = %, onde z;x9 = —4p?. Neste caso

_4p2\ 2 16p* Ap2\ 2
x%+m§+8p2=x%+< p) +8p° = a2+ —p +8p2=<x1—p) 41692,
T xy Z1

que atinge valor minimo quando x? = 4p?.
Portanto a corda focal de comprimento minimo tem extremos (2p, p) e (—2p, p) e, consequentemente,
é horizontal. Seu comprimento é 4|p|, ou seja, o dobro da distancia do foco a diretriz. O

Definicao 3. O latus rectum de uma pardbola é a corda focal que tem comprimento minimo.

Exercicio 22. Determine os extremos do latus rectum da pardbola de equacdo I': 2% — 2xy + 3% —
8r — 8y + 16 = 0.

Exercicio 23. Determine os extremos da corda focal da pardbola T': x? +2xy+y?> — 82z + 82y = 0,
que € paralela a reta r: x = Ty.

Exercicio 24. Determine uma equacdo da pardbola I' que tem reta focal € o eixo das ordenadas e o
ponto L = (2,2) € uma das extremidades do latus rectum.
12
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Proposigao 20. Seja I' uma pardbola. Se A1 As e B1Bs sdo cordas de T, paralelas e distintas, entdo
a reta determinada pelos seus pontos médios € paralela a reta focal de T'.

Demonstrag¢do. Suponhamos I': y = ax?, para a # 0, e neste sistema a reta focal é vertical.

Sejam A; = (b, ab?), Ay = (c,ac?), By = (d,ad?) e By = (e,ae?). Logo A A, = (c—b,a(c® —b?)) =
(c=b)(Lalc+b)) e BiDBs = (e —d)(1,a(e +d)). Sabemos que b # c e d # e. Se A1 As//B1Ba, entio
%//% equec+b=c+d.

bte a(b2+c2))
2 0 2 €

Sejam M; e M, os pontos médios de A1 As e By Bs, respectivamente. Dai M; = (

2 2
My = (%, %) Ja que ¢+ b = e + d, concluimos que ﬂlMg é vertical. O

Tomemos a parabola I': y = ax?, para a # 0, e fixemos um ponto Xy € I'. Logo X = (79,%0) com
Yo = ar. Fixemos também um vetor ¥ = («, ) ndo paralelo i reta focal. Sendo assim « # 0. Seja r
a reta que passa por X e é paralela a . Observamos que, para A € R,

Xo+ AT el &  az2 + 28 =yo+ A8 =alre+ \a)? = ar + 2arpa) + aa’)\? &
)\(aaz)\+2am0a —ﬁ) =0 & A=0 ou =020

aa?
A solucdo A = 0 corresponde ao ponto Xg, que é elemento de I'Nr. Se 8 — 2axga # 0, entdao r NI tem
exatemente dois elementos. Caso 8 = 2axga, deduzimos que rNT = {Xy}.

L]_ 0, ou ainda, a U//(1,2ax).

.. ) . «@
A condigao 8 = 2azxga é equivalente a 3 2az

Proposicao 21. Nao existem trés pontos colineares em uma pardbola.

Demonstrag¢do. Suponhamos I': y = az?, onde a # 0, e » uma reta. Suponhamos r N T # ) e seja
Xo € rNT. Pela discussao feita acima, » N I" tem no maximo dois elementos. Logo nao ha trés pontos
distintos de " que estejam alinhados. (Il

Corolario 4. A reta focal € o wnico eizo de simetria de uma pardbola.

Demonstra¢do. Seja I' uma pardbola e suponha que r é um eixo de simetria para I'. Para cada ponto
X, seja X’ o simétrico de X com relacao a reta r. Pela proposicao 21, deduzimos que r N T tem no
maximo dois elementos. Pelo exercicio 18, podemo fixar P € T\ r =T\ (rNT). Caso P = P,
terfamos P € 7, o que nao acontece. Logo P e P’ sdo distintos e determinam corda de I'. Fixemos
Q €T\ (ru{P,P'}). Analogamente, @ ¢ Q' sdo distintos e também determinam corda de I". Se
Q' =P ou @ =P, entdo Q = P ou Q = P’, algo que nao acontece. Portanto PP’ e QQ’ sao cordas
distintas. Como ambas sao perpendiculares a r, PP’ e Q@' sao segmentos paralelos. Pela proposicao
20, seus pontos médios determinam reta paralela a reta focal. Como estes pontos médios estao em r,
r é paralela a reta focal.

Seja I': y = az?, para algum a € R. Logo 7: 2 = ¢, para algum ¢ € R. Se X = (z,y), entdo
X' = (2¢ — z,y). Uma vez que (0,0) € T, deduzimos que (2¢,0) € I". Consequentemente ¢ = 0 e
r: x =0, que é a reta focal de I'. O

Teorema 22. Sejam I' uma pardbola e Xo € T'. Existe uma tnica reta t tal que tNT = {Xo} et ndo
€ paralela a reta focal de T'.

Demonstragdo. Suponhamos I': y = az?, onde a # 0. Dai Xy = (x¢,yo) com yo = azd. Pela discussio
feita acima areta ¢ : X = Xo+ A(1,2ax0) (para A € R) ndo é paralela a reta focal de I' e tem intersegao
unitaria com I'. Também pela mesma discussao é a tinica reta satisfazendo essas condicoes. O

Definicao 4. Sejam I' uma pardbola e Xg € I'. A reta tangente a I' no ponto Xy € a reta que
passa por Xg, tem intersecdo unitdria com I' e ndo é paralela a reta focal. A reta normal a T' no
ponto Xq € a reta que passa por Xg e € perpendicular a reta tangente no mesmo ponto Xg.

Pela discussao feita acima, a reta tangente encontra I' somente no ponto X, e para cada ponto de
I' somente duas retas tém essa propriedade: a reta tangente e aquela paralela & reta focal.

Corolario 5. Se I': y = ax?, onde a # 0, entdo 2axor —y = ax? € equacdio para a reta tangente a T’
no ponto (xg,axd).
13
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Demonstragdo. Observamos a demonstragao do teorema anterior, a reta tangente a I no ponto (zg, axd)
é paralela ao vetor (1,2axg). Dado que

T — To 1

2

= — — 2 = — = 2
y—axd 2az =0< 2axox — (y — axg) = 0 & 2az0r — y = axj ,

a reta tangente tem equacao 2axrgr —y = ax%. O

Exercicio 25. Se I': z = ay?, onde a # 0, mostre que a reta tangente a T' no ponto (2ay?,yo) tem
equacdo 2ayoy — T = aya.

Exercicio 26. Determine as retas tangente e normal a pardbola I' no ponto P para os casos:

) _ _ 3

(1) T:2*+4z+8y+12=0e P = (0,-3)

(2) T:a? —20—-20y—39=0¢P=(3-2)

(3) T:y?>+4y — 160 —44=0¢e P = (-3,-2)

(4) T: 42 — dzy + y? — 85z — 1615y =0 e P = (0,0)
. _ _ (13 3

(5) T:a? —8xy +16y> —dz + 10y +4=0¢ P = (£, 3)

(6) T:y=dx —2% e P=(4,0)

Exercicio 27. Determine o que se pede nos casos:
(1) a reta tangente a T': 2% + 4z + 8y + 12 = 0 que € paralela a r: 3z + 4y =0
(2) a reta tangente a T': x® — 2o — 20y — 39 = 0 que € paralela r: x +y =0
(3) a reta normal a T: y? + 4y — 162 — 44 = 0 que € paralela a r: y+x =5
(4) a reta tangente a T': 4z — 4oy + y? — 8Bz — 1615y = 0 que € ortogonal ao eizo x
(5) a reta normal a T: y? — 8xy + 162? — 4z + 10y +4 = 0 € ortogonal a r: x = é

Exercicio 28. Determine as retas tangente a pardbola T': x? — 2zy + y? — 422 — 4v/2y = 0, que
passam pelo ponto P = (—@, —?)

Proposigao 23. Sejam I' uma pardbola, Xy € T, t_(; e no vetores diretores das retas tangente e normal
a T em Xy, respectivamente. Se Hy € o ponto da diretriz mais préximo de Xo, entdo ang(XoHg,to) =
ang(XoF, tg). Ainda, ang(XoF, ng) = ang(V F,ng), onde F € o foco de T.

Demonstra¢do. Podemos supor I': y = ax?, para a # 0. Sendo assim, VE = (O, ﬁ), F = (0, ﬁ) ea
diretriz é r: y+ &= = 0. Sejam ug = (1,2ax¢) e v = g = (—2azo, 1). Dadas as condicdes, deduzimos
que to = A\ e g = pig, para A, i € R, ndo nulos.

Sejam 61 = ang(XoHo,t.g) e 0 = ang(XoF, t‘(;) J4 que XoF = (—xo, L ax02),

4a
3 3 xo(1+ 4a2x%)

2a:r0 i)
—2a2m0 = Y —2a2x0 = —

N 1
uoe XoF = (1,2axq)e <—x0, v ax02> = —x9+ 1a

Visto que Hy é o ponto de r mais préoximo de Xg, entao Hy = (xo, —ﬁ% XoHy = (0, —ﬁ — aw02) e

.y 1 2 - —
ug e XoHy = (1,2ax0) @ (0, —— —axg? | = U 2a%1y% = T 2a%10% = t; @ XoF .
4a 4a 2
Uma vez que || XoF|| = d(Xo, F) = d(Xo,7) = || XoHo||, concluimos que ¢, = 02 pois
to ® XoH, Mg e XoHy)  A(ug @ XoF) to @ XoF
cost = — —— = —5 —— = —5 — = — ——— = cos b .
[toll - [[XoHoll  [[toll - [[XoHoll  [[toll - [[XoF[  [ltoll - [[XoF|]
Agora sejam a1 = ang(XoF,10) € ag = ang(V—F)7 np). Dado que
. 2. 2 — — >
XoF o = 200} + & —asf = & +aah = B S B o RF) = \fan? + (4 - an?)’ =
> > 2 1+4a2z2 — 12
=/z§ + 161(12 -5+ a’xy = \/161(12 + 5%+ a’ag = ﬁ + ‘m(z)) = |ﬁ + a:c%f = 4|(;|zo = ”Z‘OGH‘ )
deduzimos que
— — —>12
o SoFens _ pXoFew) _p  YEE
IXoF| - adll Xl - [l - Nl Inl i) - B2 pallwg]]
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Por outro lado,

VE e p(VF 0 ) b i |al
a2 = — = — = — . = = COS al
IVE -7l IVE|-[pl- 15l el g - el pallod]
e, consequentemente, oy = aa. O

Os resultados da proposicao anterior mostram dois fatos interessantes:
(1) para construir a reta tangente a parabola I' em um certo ponto Xy, basta achar Hy, que é o

ponto da diretriz mais proximo de Xj, e a bissetriz entre as retas ﬁ' e XoHy que deixa I’
toda de um lado s6.

(2) se um raio de luz é emitido do foco, ele se refletird paralelo a reta focal. Propriedade usada,
por exemplo, nas antenas parabdlicas

6. ELIPSES
Sejam Fj; e F, pontos distintos e uma constante a > M. A elipse de focos F; e Fy e
parametro a é a curva determinada pelos pontos cuja soma das distancias aos focos é 2a. Se E é a

elipse determinada por Fi, Fs e a, entao, para o ponto X,

XeRE & dX,F)+dX, F)=2a.

Seja C' o ponto médio do_)segme_ntp Fy Fy. Suponhamos que X € E e seja Y o simétrico de X com
relagao a C. Sendo assim, Y(C' = CX,
YR =YC+CR=CX+FC=FRX e YE=YC+CF =CX+F( =FX.
Portanto
dY,F1)+d(Y,Fy) =d(X, F2) +d(X, F1) = 2a .
Ou seja, Y € E.

Definicao 5. Seja E uma elipse de focos Fy e Fy. O segmento F1Fy é chamado de segmento focal

de E, enquanto a reta focal de E ¢ a reta F1F5. O ponto médio do segmento focal é chamado de
centro de E. A distdncia focal é o nimero d(Fy,Fy). Se X € E, os raios focais de X sdio as
distancias de X aos focos de E.

Provamos acima que a elipse é simétrica com relagao ao seu centro.

Fixemos um sistema de coordenadas no qual a reta focal seja horizontal. Portanto C = (h, k). Dado
que CFy; = —CF3, que sao ambos paralelos a 1%1F2, podemos fixar CFy = (¢,0), com ¢ > 0. Dai
Fy=C+CFy, = (h+c,k)e F; =C—CFy, = (h—c,k). Visto que d(Fy, Fy) = 2¢, induzimos que a > c.
Se b=+vaZ—c2, entdo a >b >0 e a® = b*>+ . Os ntmeros a,b e ¢ sio chamados de parametros
geométricos da elipse.

Procuremos agora uma equagao para a elipse E nas condi¢oes acima. Para X = (z,y), sejam
u=x—hev=y—k. Logo

XeE & Jae—-(h-02+Wy—-k2+/(z—(h+tc)2+(y—k?2=2a¢
S V/ute)2+y—k2+y/(u—c?2+Yy—k?2=2a¢s

@\/(u2+02+v2)+20u+\/(u2+02+02)720u:2a@

& 2(u2 +c2+ v2) + 2\/(u2 +c?+ 112)2 —4c2u2 = 4a® &

«t>\/(u2+02+v2)27402u2:2a27(u2+02+02) —
2
= (u? +¢? +v2)2 —4ctu? = (2a2 — (u? +¢? +v2)) &

& —4cu? = 4a* — 4a? (u2 +c2 4+ 112) s a2 (u2 + 2+ 112) Al =adt <

2 2

& (@ —A?+a*? =at —ad?’P =d?(a® - AP+ P =ad?? & L +L =1 &
—h)? —k)?
o (ma2) +(yb2) =1,
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Acabamos de mostrar que, se X € E, entao (x h) + W=k k) = 1. A proposicao a seguir vai mostrar

a reciproca, o que finaliza a procura por alguma equagao da elipse E.

Proposicao 24. Nas mesmas condicoes da discussdo feita até este instante, se X = (x,y) € um ponto
2 2

do plano que satisfaz a equacdo %—i—% =1, entdo d(X, F}) = a+ @, d(X,Fp) =a— @

e X pertence a elipse E.

Demonstragdo. Fixemos X = (z,y) nas condigoes da hipétese. Daf (y — k)? = b2 — bz(wai;h)g e
2 2 2 2 2 2 b%(x—h)?
(d(X,Fl)) —(@—h+ )+ (y—k)?=(z—h)?+2(z—h)+ 2+ — L’
2
= (z—h)? (1 — —) +2c(z —h)+a®= 702(22}1)2 +2c(z —h)+a®= (°("L h) —|—a) .
Ou seja, d(X, Fy) = M —l—a‘. Analogamente, induzimos que d(X, F») = M —al. Como

(“ah) < 1, deduzimos que que (z—h)? < a* e |[z—h| < a. Daf °|“ " < ¢ < a,ouseja, —a < @<a.

Portanto C(‘” Nia>0e c(w h) _ 4 < 0. Logo

X, F)=a+ ) o (X, F)=a— 22h)
Ainda, d(X, Fy) + d(X, Fy) =2a e X € E. O
Portanto fica demonstrado o teorema:

Teorema 25. Sejam a,c¢ € R tais que a > ¢ > 0 e b = Va? — 2. Dados os pontos C = (h, k),
Fy, = (h—ck) e Fy = (h+ ¢, k), seja E a elipse de focos Fy e Fy e pardmetro a. Para um ponto
X = (z,y),

(=h)?  (y—Fk)?
XeE < 2 + 02 =1.
O

Coroldrio 6. Sejam a,c € R tais que a > ¢ > 0 e b = va? —c2. Dados os pontos C = (h, k),
F, = (hk—c¢) e Fy = (hk+c¢), seja E a elipse de focos Fy e Fy e parametro a. Para um ponto
X = (z,y),
(x—h)?*  (y—k)?
XeE & 02 + 2 1.
Demonstragao. Primeiro tomemos a translacao { T=uth
y=v+k

(0,¢), no sistema (u,v). Rotacionemos os eixos de (u,v) por 7, ou seja, (Z) = (O Ol> (;) Dai

. Logo C = (0,0), F; = (0,—c) e F5 =

1
C =(0,0), Fy = (—¢,0) e F5 = (¢, 0) no sistema (¢, w). Pelo teorema anterior:

2 ’U.)Q

X=0tw eE < erf:l.

M)

Uma vez que <5}) = <_01 (1)) (5), deduzimos que E: Z—i + 7= = 1. Finalmente, no sistema (z,y):
—h 2 —k 2
(=0 =R

X=(z,y)eE <« = = =1 -

Uma consequéncia imediata destes dois ultimos resultados é que toda elipse com reta focal paralela
a um dos eixos coordenados admite equagao de 2°.grau sem termo misto.

Exercicio 29. Um ponto P = (x,y) se desloca no plano de modo que a soma das distincias aos pontos
A=(3,1) e B=(-5,1) € 10. Diga qual curva € descrita por P e em sequida determina equagdo para
essa curva.

Exercicio 30. Determine os raios focais do ponto P = (3, %) sobre a elipse Tx% + 1692 = 112.
16
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Exercicio 31. Um segmento AB de medida 12, desloca-se de modo que A percorre o eizo das abscissas
e B o das ordenadas. O ponto P = (x,y) € interior ao segmento AB e fica situado a 8 de A. Estabeleca
equacao do lugar geométrico descrito pelo ponto P.

Se C é um ponto e r > 0, lembramos que a circunferéncia de centro C' e raio r é o conjunto
dos pontos do plano que distam r de C. Se C for a circunferéncia determinada por C e r, entao, para
o ponto X,

XeCedX,C)=r.

Teorema 26. Sejam h,k,r € R, com r > 0. Dado o ponto C = (h,k), seja C a circunferéncia de
centro C' e raio r. Para um ponto X = (x,y),

XeC & (z—-h)?+@y—k?=r>.
Demonstragao. E imediato da férmula de distancia. O

Portanto, em qualquer sistema de coordenadas, toda circunferéncia tem equagao de 2°.grau que nao
tem misto e cujos termos de 2°.grau tém mesmo coeficiente.

Observagao 1. F interessante também notar que toda circunferéncia pode ser considerada uma elipse,
quando se permite tomar Fy = Fy, ou seja, para ¢ = 0.

Exercicio 32. Suponha A # 0. Determine condigées para que Ax? 4+ Ay? + Dx + Ey + F = 0 seja
equacao de uma circunferéncia.

Exercicio 33. Sejam A = (a,b) e B = (¢,d), distintos. Determine equagdo para os pontos X do plano
que satisfazem XA 1 XB. Que curva € essa?

Teorema 27. Seja E uma elipse de centro C e parametros geométricos a,b e c. Para todo X € E,
b<d(X,C)<a.

Demonstragao. Fixemos um sistema de coordenadas (z,y) com origem em C e tal que a reta focal seja
2
horizontal. Dai C' = (0,0) e E: 2—3 + ¥ = 1. Tomemos X = (z,y) € E. Como biz > a—lz,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
kSN S O RS A G it 3
a a a a b2 b2 b2 b2
Portanto b2 < 22 + 32 < a? e, consequentemente, b < d(X,C) = /22 + 32 < a. O

Imediatamente, concluimos que toda elipse é um conjunto limitado.
Exercicio 34. Mostre toda elipse e toda circunferéncia € conjunto infinito.

Corolario 7. Consideremos as mesmas condi¢cdes do teorema anterior.
(1) Ezistem Ay, As € E, simétricos com relagio a C, tal que, para X € E, d(X,C) = a se, ¢
somente se, X = Ay ou X = Ay. Ademais, A1 e As estao na reta focal.
(2) Existem Bi,By € E, simétricos com relagio a C, tal que, para X € E, d(X,C) = b se, e
somente se, X = By ou X = By. Além disto, o quadrildtero FyB1FyBy € um losando com
lados medindo a.

Demonstragao. Fixemos um sistema de coordenadas (z,y) com origem em C e tal que a reta focal seja
horizontal. Dai C' = (0,0), os focos sdo F} = (—¢,0) e F» = (¢,0); e E: Z—i + %—; =1

(1) Sejam Ay = (a,0) e A; = (—a,0). Logo deduzimos que C é ponto médio do segmento A; A e que
os dois pontos estdo na reta focal, que é a reta y = 0. Também é imediato que A; e Ay sdo pontos de
E e que d(4;,C) = d(As,C) = a. Suponhamos X = (z,y) € E tal que d(X,C) = a. Logo

224 a2 P

I=—m=ptp=1

2 2
Sendo asssim, ¥; = ¥; e y = 0. Consequentemente, r = a ou r = —a.
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(2) Sejam By = (0,b) e By = (0,—b). Imediatamente deduzimos que By, By € E, que C é ponto
médio do segmento By Bs e que d(B;,C) = d(Bs2,C) = b. Ainda d(By, Fy) = d(By, F») = d(Bs, Fy) =
d(Bg, Fy) = v/c? + b? = a e o quadrildtero Fy; B; F» By é um losando. Suponhamos X = (z,y) € E tal
que d(X,C) =b. Logo

2 2 2 2
. L
a
Sendo asssim, g—z = gg—j e x = 0. Consequentemente, y = b ou y = —b. 0

Definigao 6. Os pontos A1, As, By e By do coroldrio anterior sdo chamados de vértices da elipse. O
segmento A1 As é chamado de eizo maior da elipse . O segmento By Bs é chamado de eixo menor
da elipse.

Imediatamente deduzimos que os quatro vértices de uma elipse determinam um losango. Ainda,
os triangulos AF1CBy, AF>CBy, AF;CBsy e AF1C By sao todos retangulos no vértice C' com seus
catetos medindo ¢ e b, enquanto suas hipotenusas medem a.

Exercicio 35. Seja PQRS um losango. Qual condicao PQRS deve satisfazer para que P, @Q, R e S
sejam vértices de uma elipse? Como construir essa elipse?

Exercicio 36. Determine formula para as distancias dos vértices do eixo maior de uma elipse aos
seus focos.

Exercicio 37. Determinar os focos, o centro, os vértices e os parametros de cada uma das elipses:

(1) 2 44 —1 (4) 922 + 169> — 36z + 96y + 36 = 0
(2) 922 + 16y — 144 = 0 (5) 252 + 16y2 + 50z + 64y — 311 = 0
(3) 4z +y* =1 (6) 42+ 9y? — 8x — 36y +4 =10

Exercicio 38. Mostre que as retas suportes dos eizos maior e menor sdo eiros de simetria para uma
elipse.

Teorema 28. FElipses e czrcunferenczas admitem equacdo ax® + Bxy +yy? +dr +ey+ f =0, onde

>0e(at+7)- <0.

2 v

N Q2
vl v Q

e 2 N

Nl Nl

Demonstragao. Seja C uma circunferéncia de centro C = (h, k) e raio r. Pelo teorema 26,

C:z?4+y*> —2hx —2ky+h>+k —r?=0.

De fato, Y 1, enquanto
0 1
1 0 —h 1 0 0
0 1 —k =0 1 0 |=-r".
—h —k h24+k%—r? —h -k —r?
Seja E um elipse de centro C' = (h, k) e parametros a,b e c. Aplicando a translagdo { z i Z_—::Z ,

. < [(u cosf) —senf) [t
obtemos que C' = (0,0), no sistema (u,v). Usemos uma rotagao (v) = (Sen9 cos 0 > (w) que

deixa a reta focal horizontal. Pelo teorema 25, E: 5 + %> — 1 = 0, no sistema (¢, w). Mas

I " 0 —send\ (= O 0 senf
2w = B cos sen o cos sen u
atE=( v <() 1712> (w> =(u v) <sen9 cos > 0 & (—sen9 cos 0) (v) '

p tro lad cos —sen@ alz 0 cos& senf\ (o 5 8.~ eR, dad ,
or outro lado, cos0 % —sen@ cosg) =\ & 1 ) parac .y €R, dado que é

2
matriz simétrica. Logo, no sistema (u,v), E: au?+Buv++yv?—1 = 0. Pela proposicio 7, deduzimos que
18
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B L0 B
as matrizes (05[ 2) e <a2 1) tém mesmos trago e determinante. Sendo assim, g 2| = %bQ >0
= 0 2 p=4 ,y a
2 7 b2 2
ea+f=2+3: >0
No sistema original, E: az? + Bay + vy% + dx + ey + f = 0, e, pela proposicio 2,
B d B
@ 3 32 o 3
B el — |8 - _L
2 7 2T |2 7 T2
d ¢ f 0 0 -1
o qual conclui a tese do teorema. O
Agora vejamos uma reciproca para o teorema anterior.
B
Teorema 29. Seja I': ax? + Bry + vy? + dx + ey + f = 0 uma cénica onde C; 2l >0e(a+7)-
5 7
8 4
a3 2
g v 5| <0. Entao I' descreve uma elipse ou uma circunferéncia.
d e f
2 2

Demonstracao. Dado que ary — %2 # 0, existem tnicos h, k € R tais que

8 ay\ [N
(G200
e
2 7 3 1 0
- r=u+h . .
Logo a translacao y=v+k anula os coeficientes dos termos de 1°.grau. Por conseguinte, no
sistema (u,v), I': au? + Buv + yv? + f' = 0, para algum f’ € R. Pela proposigao 2,
8 d B
« bl 3 « B 0 62
0> (00|87 gl=G@t): |7 5 o|=(@+n (a-T) 1
45 5 00y
Portanto f'(a+ ) < 0.
- (u cosf) —sent t . . .
Tomemos uma rotagao = que elimina o termo misto. Sendo assim, no
v senf  cosf w

sistema (¢, w), I': t2 + ew? + f' = 0, para §,¢ € R, satisfazendo § + € = o+ e de = ay — %2, pela
proposicao 7. Consequentemente, de > 0 e f'(d 4 ¢€) < 0.

Se § >0, entdao e >0, +e>0e f' <0. Caso § < 0, deduzimos que ¢ < 0, § +e < 0e f/ > 0. Em
qualquer das situagoes, df’ < 0 e ef’ < 0. Sejam A = \/—% e = —%. Observamos que
2 flu? 2 2

A2 /142 +f >\2+/‘2

Wt ew’+f =0s —

2

2 ~ . . N .
Portanto I': % + Z’— =1, que corresponde a equacao de elipse ou de circunferéncia. O

Q

Teorema 30. Seja I': ax? + Bxy + vy? + dx + ey + f = 0 uma conica onde 3 > 0.

2

=2 @

(1) Se

=0, entao I' descreve um ponto.

vl v[m Q2
e 2 N
s o NI

(2) Se (a+7) -

> 0, entao I' corresponde ao conjunto vazio.

vl v Q
o 2 N[
—~ Nle e

19
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> 0. Como ay > Uad

Demonstragio. Em qualquer dos casos, conclui-se que (a + 7) - e

vl v QO
o 2 ™
e e

deduzimos que « e 7 sdo ambos nao nulos e tém mesmo sinal. Consequentemente, « + v # 0. Dado
2
que oy — ’% # 0, existem tnicos h, k € R tais que

600

anula os coeficientes dos termos de 1°.grau. Por conseguinte, no

d
2
e
2

r=u+h
y=v+k
sistema (u,v), I': au? + Buv + yv? + f' = 0, para algum f’ € R. Pela proposi¢ao 2,
0

_ BN 4
0= (a+7) oY= I
f/

B
2
aé
0
. u cos) —senb t .. . .
Tomemos uma rotacao o) = w | aue elimina o termo misto. Sendo assim, no

Logo a translacao

(a+7)- =(a+7)-

vl v Q
vl 2 W
~ NI Nl
O vw Q

senf cos6

sistema (t,w), I': 6% + ew?® + f' = 0, para d,¢ € R, satisfazendo § + € = a +v e de = ay — %2, pela

proposicao 7.

B d
@ 3 3
(1) Se g v | =0, entdo f’ = 0. Dado que e > 0, observamos que 512 + ew? = 0 se, e somente se,
d e f
2 2

t = w = 0. Neste caso, I" representa o conjunto unitério {(0,0)}, no sistema (¢, w), ou seja, o {(h, k)},
no sistema (z,y).

(2) Se (a+7)- > 0, entao (a+7)f >0e (§+€)f > 0. Neste caso, d,¢ e f’ sao todos nao

vl v Q9
e 2 N
e vl

nulos e tém mesmo sinal. Portanto nao ha ponto (t,w) que satisfaca 62 + ew? + f’ = 0. Neste caso, I'
corresponde ao conjunto vazio. 0

Observagao 2. Nas condicoes dos teoremas, se a conica nao for vazia, a translacao que elimina os
termos de 1°.grau, determina o centro de elipse ou da circunferéncia, ou ainda o unico ponto que
satisfaz a equacdo de I'.

Exemplo 4. A demonstracio do teorema 29 nos deu um roteiro de como determinar qual conica a
equacao ela representa: efetuar um translacdo e depois uma rotacao!

) . 4h —2k+6=0

c A2 2 -9 =
Tomemos, por exemplo, I': 4z —4xy+ Ty +12x+6y—9 = 0. O sistema lmear{ b4 TE+3=0
rT=u—2

y=v—1" obtemos I': 4u? —4uv+Tv% —

tem solugao tnica (h, k) = (=2, —1). Depois da translag¢ao {
24 =0 (verificar!).

Para a rotacdo, estudemos as raizes de = A2 — 11\ + 24, que sio 3 e 8. O sistema

4-X =2
-2 T7T-=A

2 _ 1
<_12 _42> (g) = (8), tem solugoes (o, 8)//(2,1). Depois da rotagio <Z) - (ﬁ jf) <5’)7

chegamos a T': 3t? + 8w? = 24, ou equivalentemente,

2 w?
r»—+—=1,
8 3
que € uma elipse de reta focal horizontal com parimetros a = 2v/2, b= +/3 e ¢ = /5. A sequir
colocamos as coordenadas do centro, dos focos e dos vértices nos diferentes sistemas:
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(t,’LU) (u,v) (Qj,y)
Centro (0,0) (0,0) (—2,-1)
Foco | (v5.0) | (21 )
Foco (\/3, O) (2,1) (0,0)
Vértice (72\/5, 0) (74—&?, f%) (72 - %, —-1- %)
Vértice | (2v/2,0) (4—\\//55, %) (_2 + %) 14+ %)
Vértice | (0,—v/3) (%7_%> (_2 + %’ 1— %)
Vértice (O, \/3) (7%’ %) (,2 _ Lg)’ 1+ %)

Exercicio 39. Determine os focos, o centro, os vértices e os parametros das elipses:

(1) 322 +2xy +3y> + 6120 + 22y +2=0 (2) T2% — 632y +13y> —16 =0

Definigcao 7. Seja E de semi-eizo focal medindo ¢ e semi-eizo maior medindo a. A excentricidade
de E € o mimero %.

A excentricidade de uma elipse é sempre um real entre 0 e 1. Quando mais préximo de zero for
a excentricidade, mais a elipse se aproxima de uma circunferéncia. Seguindo essa linha de reciocinio,
alguns autores consideram que uma circunferéncia é uma elipse de excentricidade 0.

Exercicio 40. Para cada item, determine uma equacdo da elipse a partir das informacgoes dadas.
Determine os focos, o centro, os vértice e seus parametros, nos casos onde nao houver a informagao.

(1) focos Fy = (3,8) e Fy = (3,2) e comprimento do eixo maior 10.

(2) excentricidade e = 3 e eizo menor com extremos (5,—1) e (=3, —1).

(3) centro C' = (=1, 1), excentricidade e = % e (5,—1) € vértice do eizo maior.

(4) centro C' = (1,2), foco F = (6,2) e P = (4,6) é um ponto da elipse.

(5) centro em r:y = 2, foco F = (3,4), excentricidade e = % e com eixos paralelos aos eiros
coordenados.

(6) vértice V = (3,—3) e eizo menor de extremos By = (2,2) e By = (—2,—-2).

Exercicio 41. Determine uma equacao da céonica com centro na reta r: x — 3 = 0, eizo focal paralelo
ao eizo das abscissas, vértice V.= (7,0) e excentricidade e = % Quais sao os focos, o centro e os
outros vértices dessa elipse?

7. RETAS E ELIPSES

Teorema 31. Seja E uma elipse de focos Fy e Fy e excentricidade e. Existem 1y e ro, retas perpendicu-
lares a reta focal, tais que, para o ponto X,

XelE & JdX,F1)=e-dX,m1) & dX,F)=e-d(X,re).
Demonstragao. Fixemos um sistema de coordenadas com origem no centro de E e tal a reta focal

seja horizontal. Logo E: ag +4% =1, ondea>b>0,c=+va*—-b?ee= 2 Ainda I = (—c,0) e

Fy = (c,0). Sejam r1: z+ 72 =0ery: z— 72 = 0. Naturalmente r; e 75 sao verticais e perpendiculares
a reta focal. Para X = (z,y),

d(X,F1)=e-d(X,rm) & /(z+c)? + y? 7,}1; —2|<ﬁ> (x+e)+y? = (%Jra)Z@
2 2 2 _ c%a? _ 2 2 b2z? 2 _ 12
=+ 2cx+ ety =3 +2cr +a? = 224+yP=ad’-3 < S +y* =0
a2 +J7:1 & XeE .
Analogamente, mostra-se que d(X, Fy) = e - d(X,r2) se, e somente se, X € E. O

Definicao 8. As retas r1 e ro do teorema sao chamadas de diretrizes da elipse.

Corolario 8. Se E: 2 + 3z =1, 0ondea>b>0 ec=+a?— b2, as diretrizes de E sdo 1 : x—i—a—; =0
ergza:—;z(). O
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Exercicio 42. Uma matemdtica aceitou um cargo numa nova Universidade situada a 6km da margem
retilinea de um rio. A professora deseja construir uma casa que esteja a uma distancia ¢ Universidade
igual a metade da distdncia até a margem do rio. Os possiveis locais satisfazendo esta condi¢ao per-
tencem a uma curva. Determine esta curva e sua equagdo em relagdo a algum sistema (cartesiano) @
sua escolha.

Exercicio 43. Seja E uma elipse de parametros geométricos a,b e c. Determine a distancia do centro
de E as suas diretrizes.

2 2
Exercicio 44. Seja E: % + % =1, ondea>b>0 ec=+a%— b2 Determine equacdo para
as diretrizes de E.

Definicao 9. Seja E uma elipse. Se P,Q € E sdo distintos, dizemos que PQ € uma corda de E. Se
uma corda de E passa por algum dos focos, entao é chamada de corda focal.

Exercicio 45. Seja E uma elipse ou uma circunferéncia. Mostre que toda reta passando pelo centro
de E a encontra exatemente duas vezes.

Lema 32. Seja E uma elipse. Toda reta passando por um dos focos de E a encontra exatamente duas
vezes.

Demonstracdo. Fixemos um sistema de coordenadas com origem no centro de E e tal a reta focal seja
2
horizontal. Logo E: 2—2 + % =1,o0nde a > b >0 com c = va? — b2 Logo F1 = (—¢,0) e F; = (c,0).
Fixemos ¥ = (p,q) # 0. Para A € R,
FAATeEe ER0 L 50 16 (B4 G0 - (E)A+5-1=0e
o (B+E)r¥-(E)a-5=0.

Esta equagao, por sua vez, tem duas raizes distintas pois seu discriminante

Ap2c?  4p? 2\ ApA(?+0Y) 4 A +¢?) AT
A= 2761 _ 4p%( ) A¢ A+ 4EIE
a a b2 at a? a? a?
Sendo assim, se r é reta que passa por Fi, entdo rNE tem exatamente dois elementos. Analogamente
prova-se o mesmo para as retas que passam por Fy. |

Proposicao 33. Seja E uma elipse. Para cada foco de E existe uma corda focal de comprimento
minimo e esta € perpendicular o reta focal.

Demonstragao. Fixemos um sistema de coordenadas com origem no centro de [E e tal a reta focal seja
horizontal. Logo E: 2 . yz =1, onde a > b > 0 com ¢ = va? — b2. Logo F; = (—c¢,0) e F5 = (¢,0).
Seja U = (p,q) # 0. Usando os mesmos argumentos da demonstragao do lema anterior, a equacao
(az + b2) A2 — (%) A— Z—Z = 0 tem discriminante A = 4“” I*
distintas. Sejam \; e Ao estas duas solucoes e ainda X; = F; + \i ¥ e Xo = Fy + M 0U. Daf X; e X,
determinam uma corda focal. Lembramos que |A\; — Ag| = 2‘/Z2 . Dado que X1 Xo = X1 F1 + F1 X5 =

> 0 e, sendo assim, a tem duas solucoes

S
AW — M7 = (A1 — \2) ¥, deduzimos que
N 2|| 7| 2(p* +4¢
d(X1, Xo) = [M = Ao| - [|[ V]| = ! | N ) :
a(%Jr%z) (%Jr%)
Observamos que
2, 2 2 2 2, .2 2
P +2q SR Y E L P
a a b2 b2 P24 a
a? b2

Logo 22 < d(X;, Xs) < 2a. Ainda,

2 2 2 2 2 2 2 >

d(X1,Xz) = 2 o 2% — % & b2 (P—+g—) =pP+ @ ep=0s T//(0,1).
ez

Concluimos que a corda X; Xs tem comprimento minimo se, e somente se, é vertical.

Para o foco F5 os argumentos sao analogos e o resultado é o mesmo. O
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Definicao 10. Cada corda focal de uma elipse de comprimento minimo é chamada de latus rectum.
Exercicio 46. Determine formula para o comprimento dos latera recta de uma elipse.

Exercicio 47. Determine equagdo para a elipse de focos Fy = (—4,—2) e F5 = (—4,—6) e latus rectum
de medida 6.

Proposigao 34. Seja E uma elipse ou uma circunferéncia. Se A1 As e A3Ay sao cordas de E, paralelas
e distintas, entao a reta determinada pelos seus pontos médios passa pelo centro de E.

Demonstrag¢io. Podemos fixar um sistema de coordenadas (z,y) com origem no centro de E e tal que
2 2 .

E: 2y + 4% =1, onde a > b > 0. Sejam Ay = (x1,y1), A2 = (22,%2), A3 = (.1?37_93) e Ay = (w4, y4).

Dado que A; Ay e A3Ay4 sdo cordas de E paralelas, podemos fixar ¥ = (p,q) # 0 e A\, u € R, ambos

nao nulos, tais que A Ay = AU e A3A; = pu¥. Observamos que

2 2 o 2_ 2 2 2
- - _ _ A A
7y +?; - 1= Zg +:Z§ =0= %24 +y2b2yl — (I2+$1igm2 z1) 4 (y2+y1l))gy2 yi) _ P(I;;Fl’l) + Q(yg;ryl) PN

plz o) + Q(ylb;i_yZ) =0« (xl + T2,Y1 + 92) b ’l_[ =0 )

a2

onde ¥ = (a%, b%). Se M; é o ponto médio da corda A;As, entdo OM; L @. Analogamente, prova-se
que, se Ms é o ponto médio da corda Az Ay, entdo OM, L u. Sendo assim, OM; e OM, sao paralelos.
Consequentemente, O, My e M5 sao colineares. O

Teorema 35. Toda reta encontra uma elipse ou uma circunferéncia no mdzimo duas vezes. |

Demonstracdo. Seja E uma elipse ou um circunferénca e fixemos um sistema de coordenadas tal que
2
E: % + 4 =1, onde a > b > 0. Seja r uma reta para passa por Xo = (zo,yo) e é paralela ao vetor

—

U =(p,q) # 0. Para )\ € R, observamos que

)\2 /\2 2 2 A 2)\2 2 2 A 2)\2
Xo+ AT el & (xog? ” 4 (yo;q )" ] e Tt pIaoZ P wot qyg2 TN o

2 2 . 2 2
@(5—2+g—2>)\2+2(%+%)/\+(%+z—371>:0.

- 2 2 ~ =
Dado que ¥ # 0, o nimero 23 + % nunca é nulo. Portanto esta equacao é de fato uma equacao do
2°.grau e tem no maximo duas solugoes reais. Sendo assim, r N E tem no maximo dois elementos. [

Consequentemente, nao ha trés pontos colineares em uma elipse, nem em uma circunferéncia.
Teorema 36. Os inicos eizos de simetria de uma elipse sao as retas suportes dos eixos maior e menor.

Demonstracdo. Seja E uma elipse e suponhamos que r é um eixo de simetria para E. Para cada ponto
X, seja X’ o simétrico de X com relacao a reta r. Uma vez que r NE tem no maximo dois elementos e
que E tem infinitos elementos, podemos fixar P € E\r = E\ (ENr). Caso P = P’, terfamos P € r, o que
nao acontece. Logo P # P’ e determinam corda de E. Fixemos @ € E\ (r U {P, P’'}). Analogamente,
Q # Q' e também determinam corda de E. Se Q' = P’ ou Q' = P, entdao Q = P ou Q = P’, algo que
nio acontece. Portanto PP’ e QQ’ sdo cordas distintas. Como ambas sdo perpendiculares a r, PP’ e
QQ' sao segmentos paralelos. Pela proposicao 34, seus pontos médios e o centro de E sao colineares.
Como estes pontos médios estao em r, o centro de E pertence a r.

Fixemos um sistema de coordenadas tal que E: 2—; + Z—j =1, onde a > b > 0. Naturalmente, (0,0)
¢ o centro de E. Ainda, r: ax + Sy = 0, para 7 = (a, 3) # 0. Como a reta y = 0 é eixo de simentria
para E, podemos supor que r nao é horizontal, ou seja, que o # 0. O vértice A = (a,0) e Ee A’ € E.
Como o segmento AA’ é perpendicular a r e o seu ponto médio pertence a r, existe A € R tal que
A+ nereA+2\n = A € E. Mas

- 2 —aa
A+ T ersala+ra)+A=0 A= e

Por sua vez, dado que A # 0,

—a
a

A+2)\E’GE(:>M+(2§7;\):1@ a2+4aaa)\2—0—4a2A2 +4ﬁb22>\2 Clea=

23

DN‘Q
+
R



CONICAS MARCELO DIAS PASSOS

Por outro lado,

—oa _o 62 9 9 a2ﬂ2 9
e a 5 < a —_— = + = — = — 0 s
T F T E (G4 D)-asre S s es
pois a? # b?. Sendo assim, r é vertical. O

Exercicio 48. Seja C uma circunferéncia de centro C. Se r é uma reta, mostre que r € eizo de
simetria para C se, e somente se, r passa por C.

Teorema 37. Sejam I' uma elipse ou uma circunferéncia e Xg € I'. Existe uma unica reta t tal que
tNT ={Xo}.

Demonstra¢do. Seja I' uma elipse ou um circunferénca e fixemos um sistema de coordenadas tal que
2

T: i—z + ?;—2 =1, onde a > b > 0. Seja r uma reta para passa por Xy = (xg,yo) e é paralela ao vetor

T = (p,q) # 0. Para \ € R, observamos que

PzQ qY0
Xo+ AT T & (L + &)X +2(2 + %) A =04 2=00u )\——2(+>.

L+l

A solugdo A = 0, corresponde ao ponto Xy, que é elemento de I' N r. Portanto, I' N7 é unitario se, e
somente se, 252 4 9% = 0. Dado que Xy € I, os vetores 7 = (23, %) e @ = 0+ = (-1, %) sdo

ambos nao nulos F’ortan‘co7
rnr={Xy} & v1n & v/)u.

Concluimos que a reta t, que passa por Xg e é paralela ao vetor @, é a tinica reta que encontra I uma
tnica vez no ponto Xj. O

Definigao 11. Sejam I' uma elipe ou uma circunferéncia e Xg € I'. A reta tangente a I' no ponto
Xy € a reta que passa por X e tem intersecao unitdria com I'. A reta normal a I' no ponto Xy é
a reta que passa por Xg e € perpendicular a reta tangente no mesmo ponto Xg.

2
Corolario 9. SeI': Z—i + Z—g =1, ondea>b>0e Xy = (z9,y0) €T, entdo a reta tangente a T em
Xo tem equagdo % + 45 =
Demonstracao. Pela demonstracao do teorema 37, a reta tangente é perpendicular ao vetor (%, Z—S)

Uma vez que passa por X, uma equagdo para a reta tangente é (%, g—g) o (x—xo,y —yo) =0.

2
Zo Yo ZTox Yoy To o Yy Tox | YoY
(G 5) s @mo—m) =06 T+ G B - B —ve T+ =1
pois que Xy € T. O

Teorema 38. Seja E uma elipse de focos Fy e Fy. Se Xo € E e ng é vetor perpendicular a reta
tangente a B em Xg, entdo ang(XoFy,ng) = ang(XoFs, 17g)

Demonstra¢ao. Fixemos um sistema de coordenadas tal que E: i—z + %—s =1, onde a > b > 0. Se
¢ = va? — b, entdo, sem perda de genaralidade, podemos escrever F; = (—c¢,0) e F5 = (¢,0). Se
2 2

Xo = (z0,%0), entdo Z—g —|— = 1. Se ng é vetor perpendicular & reta tangente a E em X, entao
ng = A%, onde 7 = (%4, %) e A € R é ndo nulo. Pela proposicao 24, HXoFlH =a+ <0 = %
Observamos que

s _ 2 2 2 T

XoF; o7 = (—c— o, —po) o 7 = =200 — = e = (G4 ) = - (5 +1) = -0
Se 61 = ang(XoF},7g), entao

9 X()F1 o ﬁg X0F1 o ()\FL)) —‘)\|
S 1 = —s — = —s = — .
IXoFrll- o)l I XoFrll- A - [172]] el

Analogamente, concluimos que XoF, e T = —w. Logo, se 0 = ang(XoF3,70), entao cosfy =
%. Sendo assim, ang(XoFy, ng) = ang(XoFs, np) O

Este ultimo resultado mostra que, se um raio de luz é emitido de um foco de uma elipse, ele se
refletird nela e incidird no outro foco.
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Exercicio 49. Obtenha equacdo das retas tangente e normal a céonica no ponto P.
(1) 2> +y?> -4z —6y+8=0e P =(1,1)
(2) 1322+ 6\3ey +Ty* 32 =0 e P= (14, V34 1)

Exercicio 50. Determine as retas tangente & circunferéncia C: z2 +y? —4x — 6y +8 = 0, que passam
pelo ponto P = (1,0).

8. HIPERBOLES
Sejam F; e Fy pontos distintos e uma constante a tal que 0 < a < M. A hipérbole de focos
Fy e I, e parametro a é a curva determinada pelos pontos cujo médulo da diferenca das distancias

aos focos é 2a. Se H é a hipérbole determinada por Fi, F> e a, entao, para o ponto X,
XelH < |d(X,F1)—d(X,F2)|:2a
Seja C' o ponto médio dgiegmgl_t»o F1F5. Suponhamos que X € H e seja Y o simétrico de X com
relagao a C. Sendo assim, YC' = CX,
YE,=YC+CHh=CX+FC=RX ¢ YR=YC+CF =CX+FR(=FKX
Portanto
d(}/, Fl) - d(K Fg) = d(X, FQ) - d()(7 Fl) = 2a .
Ou seja, YV € H.

Definicao 12. Seja H uma hipérbole de focos Fy e Fs. O segmento FyFy € chamado de segmento

focal, enquanto a reta focal é a reta F1F5. O ponto médio do segmento focal é chamado de centro
de H. A distincia focal é o nimero d(Fy, Fy). Se X € H, os raios focais de X sdo as distancias
de X aos focos de H.

Provamos acima que a hipérbole é simétrica com relagao ao seu centro.
Definigao 13. Seja H uma hipérbole de focos Fy e Fy. Os conjuntos
Hy ={PeH:d(P,F) <d(P,F)} e Hy={PeH:dPF) <dP F)}
sao chamados de ramos da hipérbole H.

Observamos que H = H; UHy e que H; NHy = (). Ainda, se P é ponto do plano e Q é o simétrico
de P com relagao a C, entao P € Hj se, e somente, (Q € Hs, por causa da discussao feita acima.

Fixemos um sistema de coordenadas no qual a reta focal seja horizontal. Portanto C = (h, k). Dado
que C—Fl) = —C_Fg, que sao ambos paralelos a m, podemos fixar C—FQ) = (¢,0), com ¢ > 0. Dai
F,=C+CF = (h+c,k)e 1 =C— CF, = (h — ¢,k). Como d(Fy, Fy) = 2¢, deduzimos que
0O<a<ec Seb=+c2—a% entdoc>b>0ec?®=a?+b% Os ntimeros a,b e ¢ sio chamados de
parametros geométricos da hipérbole. Quando os nimeros a e b sao iguais, diremos que a hipérbole
é equilatera.

Procuremos agora uma equagao para a hipérbole H nas condigoes acima. Para X = (zx,y), sejam
u=x—hev=y—k. Logo

XelH <« ‘\/:v— h—c¢)

)\/u+c

‘\/ u2+c2+v2)+2cu—\/(u2+c2+v )—20u‘=2a(:>
?) -

TR - P+ = kP =20

2402 — /(u—c)? —|—v2’—2a¢>

)
)? +

<:>2(u +2 4w \/(u2+02+v2) —4c2u? = 4a? &

& \/(u2—|—02—|—v2) —4c2u? = (u2—|—62—|—v2) -2¢? =
— (u2 +c2 4+ v2)2 —4cu? = ( (u2 +c2+ 112) — 2a2)2 &
& —4c?u® = —4a? (u2 +c 4+ v2) +4a* & a® (u2 +c 4+ vz) —Zul=ad* &
& —b2u? + a?v? = (a® — A)u? + a®v? = at — a®c? = a?(a? - %) - d?h? & Z—z — Z—z =1 &
25
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_p)2 _k)2
N (Iaz) _ (yb2) 1.
2 2
Acabamos de mostrar que, se X € H, entao % — % = 1. A proposigao a seguir vai mostrar
a reciproca, o que finaliza a procura por alguma equacao da hipérbole H.

Proposicao 39. Nas mesmas condicdes da discussdo feita até este instante, se X = (z,y) € um ponto

do plano que satisfaz a equacdo (””;72}1)2 — (?’272’“)2 = 1, entdo d(X, Fy) = c(wa;h) —Q—a’ e d(X,Fy) =

C(wai_h) — a’, Além disso, X pertence a hipérbole H.

Demonstragdo. Fixemos X = (x,y) nas condicoes da hipétese. Daf (y — k)? = —b% + bz(fli;h)z e

a2

2 2 2
QWKED —(@—h+0)?+(y—k)? =(z—h)?+2c(z—h)+c* — b2+ L@

2
:(x—h)z(l—kZ—z)+2c(as—h)+a2:M+2c(m—h)+a2:(M—Fa) .

a2 a

c(z—h)

S +a c(z—h)

Ou seja, d(X, Fy) = . Analogamente, induzimos que d(X, Fy) = ’T fa’. Como

(7”;;1)2 =1+ (ygizkf > 1, deduzimos que 62(927?1)2 > 2 > a?e (C(w;h) fa> (C(‘T{:h) +a) > 0.
Ou seja, os nimeros (@ — a) e (c(wf:h) + a) tém mesmo sinal. Se ambos sdo positivos, entao
d(X,F1) — d(X,F;) = 2a. Caso ambos sejam negativos, entdo d(X,F;) — d(X,F;) = —2a. Em
qualquer situagao, |d(X, ) —d(X, F2)| =2ae X € H. |

Portanto fica demonstrado o teorema:

Teorema 40. Sejam a,b,c € R tais que ¢ > a > 0 e b = /¢ —a?. Dados os pontos C = (h, k),
Fy =(h—ck) e 5 =(h+ck), seja H a hipérbole de focos Fy e Fy e pardmetro a. Para um ponto
X = (z,9),

(x—h)? (y—Fk)?
XeH < o — 72 =1.

O

Coroldrio 10. Nas condi¢ies do teorema anterior, se Hy = {P € H: d(P, F1) < d(P, Fy)} e Hy =
{P € H: d(P, F3) < d(P, F1)} sao os ramos de H, entido H; = {(z,y) € H: z < h — a}, enquanto Hy =
{(z,y) eH: z > h+a}.

Demonstragao. Fixemos X = (z,y) € H tal que x < h — a. Logo @ < -1, “ﬁli_h) < —c< —a<a.
Dai, pela proposigao 24,
—h —h
dXF)=—a- TN xRy —a- N
a a
Consequentemente, d(X, F1) < d(X, F») e X € Hj;.
Acabamos por provar que {(z,y) € H:  <h—a} C H;. Analogamente, é possivel mostrar que
2
{(z,y) € H: > h+a} C Hy. Agora, tomemos Y = (z,y) € Hy. Dado que (x;if) > 1, entdo |z —h| >
a. Como Y ¢ Hy, entdo x —h < —a, ou seja, © < h—a. Concluimos que H; = {(z,y) e H: z < h — a}.
Por argumentos andlogos, deduzimos que Hy = {(x,y) € H: 2 > h + a}. O

Exercicio 51. Nas condigdes do teorema anterior, sejam X1, Xo € H. Mostre que, se X1 = (x1,y1) €
Xo = (z2,y2), entdo X1 e X estdo no mesmo ramo de H se, e somente se, (x1 — h)(x2 —h) > 0.

Coroldrio 11. Sejam a,b,c € R tais que ¢ > a > 0 e b = v/¢? —a?. Dados os pontos C = (h, k),
Fy = (hk—c) e Fo = (h,k+¢), seja H a hipérbole de focos Fy e Fy e pardmetro a. Para um ponto
X = (z,y),
(2= h?  (y— k)
XelH & - 72 + 2 =1.
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Demonstragao. Primeiro tomemos a translacao { zi ZIZ . Logo C = (0,0), F; = (0,—c) e F5 =
(0,¢), no sistema (u,v). Rotacionemos os eixos de (u,v) por 7, ou seja, (Z) = (? _01> (;) Dai
C =(0,0), Fy = (—¢,0) e F5 = (¢,0) no sistema (¢, w). Pelo teorema anterior:
2 w?
X=@tweH < a—g—b—zzl.

Uma vez que (;) = (01 é) (z), deduzimos que H: Z—z — Z—j = 1. Finalmente, no sistema (z,y):

O T

X=(xyeH & - = pe -

Exercicio 52. Tomando como exemplo o coroldrio 10, descreva os ramos de H nas condicdes do
coroldrio anterior.

Uma consequéncia imediata destes dois tltimos resultados é que toda hipérbole com reta focal
paralela a um dos eixos coordenados tem equacao de 2°.grau sem termo misto. Se a reta focal
é horizontal, entao o “sinal negativo” aparece no termo de 2°.grau na segunda coordenada; enquanto
no caso em que a reta focal é vertical, o “sinal negativo” aparece no termo de 2°.grau na primeira
coordenada. O parametro a sempre acompanha o termo de “sinal positivo”.

Teorema 41. Seja H uma hipérbole de centro C' e pardmetros geométricos a,b e c. Para todo X € H,
d(X,C) > a.

Demonstragao. Fixemos um sistema de coordenadas (z,y) com origem em C e tal que a reta focal seja
2
horizontal. Dai C' = (0,0) e H: 2—2 — % =1. Para X = (z,y) € H,

2,2 2 2 2 2
TV TG YTy
a a a a b2
Portanto 2 + y? > a? e, consequentemente, d(X,C) = /22 + 42 > a. O

Coroldrio 12. Nas mesmas condi¢oes do teorema anterior, existem A1, Ay € H, simétricos com
relagdo a C, tal que, para X € H, d(X,C) = a se, e somente se, X = Ay ou X = As. Ademais, A, e
Ay estao na reta focal.

Demonstragao. Fixemos um sistema de coordenadas (z,y) com origem em C e tal que a reta focal seja

2

horizontal. Dai C = (0,0) e H: 2—; — ¥ = 1. Sejam Ay = (a,0) e A; = (—a,0). Logo deduzimos que C
é ponto médio do segmento A; As e que os dois pontos estao no eixo focal, que é a reta y = 0. Também
é imediato que A; e Ay sdo pontos de H e que d(Ay,C) = d(Az,C) = a. Suponhamos X = (z,y) € H
tal que d(X,C) = a. Logo

1_x2+y2 >$2 y2—1
T Tar
2 2
Sendo asssim, ¥; + ¥z = 0 e y = 0. Consequentemente, r = a ou * = —a. O

Definigao 14. Os pontos A1 e Ay do coroldrio anterior sao chamados de vértices da hipérbole. O
segmento A1 Ay é chamado de eixo transverso (ou real) da hipérbole.

Exercicio 53. Determine formula para as distancias dos vértices de uma hipérbole aos seus focos.
Exercicio 54. Mostre que todo ramo de qualquer hipérbole é conjunto ilimitado e infinito.

Proposicao 42. Nas mesmas condi¢oes do teorema anterior, existem Bi, Bs, pontos distintos e
simétricos com relagdo a C, tais que By e Bg juntamente com os vértices de H, determinam um
losango com lados medindo c.

Demonstragao. Fixemos um sistema de coordenadas (z,y) com origem em C e tal que a reta focal seja
horizontal. Dai C' = (0,0) e H: i—z - Z—z = 1. Sejam By = (0,b) e By = (0, —b). Os vértices de H sao
Ay = (a,0) e A} = (—a,0). Visto que ¢? = a? +b?, A1 By A3 B, é um losango cujos lados medem c. [

Defini¢ao 15. O segmento B1Bs € chamado de eixo conjugado (ou imagindrio) da hipérbole.
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Vale observar que os eixos transverso e conjugado de uma hipérbole sao perpendiculares entre si e
compartilham do mesmo ponto médio, que é o centro da hipérbole.

Definigao 16. Seja a hipérbole H: (@=h)* _ (ygzk)Q = 1. As retas (””_h) — (%) =0e (ﬂ) +

a2 a a

(%) = 0 sao chamadas de assintotas de H.

E possivel mostrar que os pontos da hipérbole se aproximam das assintotas conforme se afastam
do centro da hipérbole. Nota-se também que as assintotas nao encontram a hipérbole e sao retas
concorrentes no centro dela.

Exercicio 55. Mostre que as retas suportes dos eizos transverso e conjugado sdo eixos de simetria
para uma hipérbole.

Exercicio 56. Determinar os focos, os vértices, o centro, os parametros e as assintotas de cada uma
das hipérboles abaizo:

(1) & v —1 (5) 922 — dy? — 18z — 16y — 43 = 0
(2) 422 — 5% +20 =0 (6) x? —4y® + 62+ 24y —31 =0
(3) 22 —9y? =1 (7) 2522 — 4y? + 40y = 0
(4) y?> — 22 =2 (8) 162% — 9y? — 64x — 18y + 199 = 0
Exercicio 57. Sejam H uma hipérbole tal que H: (I;izh)g — (ygif)z =1,ondea>0eb>0, er uma

reta paralela ao vetor nao nulo U = (p,q). Mostre que v € paralela a alguma das assintotas de H se, e

2
somente se, 5 — & = 0.

Exercicio 58. Seja H uma hipérbole de parametros geométricos a,b e c. Mostre que o produto das
distancias de um ponto de H as assintotas é uma constante. Determine essa constante.

Exercicio 59. As assintotas de uma hipérbole determinam quatro angulos. Mostre que a reta focal
desta hipérbole contem duas das bissetrizes destes angulos.

8
Teorema 43. Toda hipérbole admite equagio ax?® + Bay +vy? +dx + ey + f =0, onde g ; <0e
2

B d
@ 3 32
3 1 5|70
d
2 3 [
Demonstragao. Seja H uma hipérbole de centro C' = (h,k) e parametros a,b e c¢. Aplicando a

r=u+h
y=v+k '’

(COSH —sen 9) (t> que deixa a reta focal horizontal. Pelo teorema 40, H: Ziz - %2 = 1, no sistema

translagao { obtemos que C' = (0,0), no sistema (u,v). Usemos uma rotagao (Z) =

senf  cosf w
(t,w). Mas
2w _ (t w) = 0 t\ _ (u o) cos —senf\ (= O cosf senf\ (u
a ? 0 _b% w senf cosf 0 _b% —senf cos@) \v) "~
cosf —senf) (2= O cosf senf\ [« g
Por outro lado, <sen9 o3 0 ) ( 0 _b% —cend cosd] = g ) para «, 8,7 € R, dado que
é matriz simétrica. Logo, no sistema (u,v), H: au? + fuv +yv% — 1 = 0. Pela proposicao 7, deduzimos
a B8 L0 R a 4 1
que as matrizes | 5 2 ) e ‘6 . | tém mesmo determinante. Sendo assim, |5 2| = — 5= <0.
2 T2 2 7
No sistema original, H: ax? + By + vy + dx + ey + f = 0, e, pela proposicio 2,
o g % « g 0 )
B | — |8 -
2 7 3=z v 0]= a2h2 #0,
d
s s f 0 0 -1
o qual conclui a tese do teorema. O
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Agora vejamos uma reciproca para o teorema anterior.

Teorema 44. SejaT': ax?+pry+yy? +dr+ey+f = 0 uma conica onde #0.

=2 @

g ‘<Oe
2

vl v Q

e 2 N
Nl NI

Entao T representa uma hipérbole.

Demonstracao. Dado que ary — %2 = 0, existem tnicos h, k € R tais que

GO0 -0

anula os coeficientes dos termos de 1°.grau. Por conseguinte, no

[SIEY SIS

r=u+h
y=v+k
sistema (u,v), I': au? + Buv + yv? + f' = 0, para algum f’ € R. Pela proposi¢ao 2,

Logo a translacao

B d
« 5 B « g 0 9
0#13 v 5|=|3 7 0—<a74)f’,
ds gl ooy
e consequentemente [/ # 0.
- (u cosf —senf t .. . .
Tomemos uma rotagao = que elimina o termo misto. Sendo assim, no
v senf  cosf w

sistema (t,w), T': §t2 + ew? + f/ = 0, para 6,¢ € R, satisfazendo § + ¢ = a + v e de = ay — 72,

pela proposicao 7. Portanto de < 0, (fﬁ < 0 e os numeros % e % tém sinais contrarios. Podemos

escrever I': — (%) 2 — (ﬁ) w? = 1. Se % > 0, entao % < 0. Sejam A = \/% e = f%. Logo
I: i—z - 7:—2 =1 é uma hipérbole. O mesmo acontece se % < 0. O
B 4
0 B @ 2 2
Teorema 45. Seja I': ax?+Bry+yy? +dr+ey~+f = 0 uma cénica onde 5 2|<0e g v 5|/=0.
2 7 d e
7 3 [

Entao T representa a unido de duas retas concorrentes.

2
Demonstracdo. Dado que ary — ’% = 0, existem tunicos h, k € R tais que

G506

=2 N
NI
N——
=

Il

Logo a translacao ii ziz anula os coeficientes dos termos de 1°.grau. Por conseguinte, no
sistema (u,v), I': au? + Buv + yv? + f' = 0, para algum f’ € R. Pela proposicao 2,
B d B
« b bl « ) 0 9
0=15 7 §|=[5 7 0 :(a7—4)f/7
25 Jooo oy

e consequentemente f = 0.

- U cos —senf
Tomemos uma rotagao o) =

t que elimina o termo misto. Sendo assim, no
senf cosf w
sistema (¢t,w), I': 6t>+ew? = 0, para §, ¢ € R, satisfazendo §+¢ = a+v e de = ay— %2, pela proposicao
7. Portanto de < 0 e § e seja 0 = v/—de. Logo
5t +ew? =0 & 0= 0%* — o?w? = (6t —ow) (St +ow) < t—ocw=00u §t+ow=0.

Concluimos que T' representa a unido de duas retas concorrentes na origem do sistema (¢, w), ou

seja, duas retas concorrentes no ponto (h, k) no sistema original. O
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Observagao 3. Nas condi¢oes do teorema, a translacao, que elimina os termos de 1°.grau, determina
o centro de hipérbole ou o ponto de encontro das duas retas concorrentes.

Exemplo 5. A demonstracdo do teorema nos deu um roteiro de como determinar qual conica a equagao
ela representa: efetuar um translagcdo e depois uma rotagdo!

Por exemplo, seja T': (x + 1)(y — 2) = 1. Depois da translagao { Z i z;; , obtemos I': uwv = 1.

. , A 1 . )
Para a rotagdo, estudemos as raizes de 2 = A2 — %, que sao % e —%. O sistema

02

_1 1 4 1
< 12 _21) (g) = (8), tem solugoes (o, B)//(1,1). Depois da rotagdio (Z) = (‘? 1‘/§> <5}),
2 2 NS

2 2 , ., . Py
% — %5 =1, que é uma hipérbole de reta focal horizontal com parimetros a =

b=+2ec=2. A sequir colocamos as coordenadas do centro, dos focos e dos vértices nos diferentes
sistemas:

o= |

chegamos a T':

(t,w) (u, v) (z,y)
Centro (0,0) (0,0) (-1,2)
Foco (—2,0) (—\/57 —\/ﬁ) (—1 —V2,2—-2

N —

Foco (2,0) (V2,v2) [ (-1+Vv2,2+V2
Vértice | (—v/2,0) (-1,-1) (-2,1)
Vértice | (v/2,0) 1,1) (0,3)

1 1
. , NG = 1
As retast = w et = —w sdo as assintotas de I'. Como (t) = < \/51 @) (u) { . mig )
w -5 0 v v=y
_ utv . —u+v _ I
t—uM:)\/i—Jr > Gu=0cr=-1 ¢
_ utv _ u—v _ _
t= we = Sv=0&y=2.
Deduzimos que as assintotas tém equagoes © = —1 e y = 2 no sistema (x,y).

Exercicio 60. Determine os focos, o centro, os vértices, os parametros e as assintotas das hipérbole:
(1) 8y? + 6xy — 120 — 26y + 11 =0 (2) 3222 + 522y — Ty? + 180 =0

Exercicio 61. As conicas abaizo sao uniao de retas. Determine-as.
(1) T2 + 62y — y? + 282 + 12y + 28 = 0 (3) x? —dwy +4y? — 6z + 12y +8 =0
(2) 5x? + 27xy — 73z + 10y? — 250y +240 =0 (4) 2?2 + 4oy +4y> —1=0

Definicao 17. Seja H de semi-eizo focal medindo ¢ e semi-eixo tranverso medindo a. A excentrici-
dade de H € o nimero %.

A excentricidade de uma hipérbole é sempre um real estritamente maior que 1.
Exercicio 62. Determine uma equagao de hipérbole equildtera de focos Fy = (1,6) e Fy = (1, —2).

Exercicio 63. As assintotas de uma hipérbole H sdo perpendiculares e uma delas € paralela a reta
r:x+y=0. Sabendo que H tem eizo focal horizontal e centro C = (1,—2), determine equagdo de H.

Exercicio 64. Em cada um dos sequintes itens, determine uma equacdo da hipérbole a partir das
informacoes dadas. Determine os focos, o centro, os vértices, seus pardmetros e suas assintotas, nos
casos onde nao houver a informagoes.

(1) focos Fy = (—1,3) e F» = (—=7,3) e comprimento do eizo transverso igual a 4,

(2) focos Fy = (2,13) e F5 = (2,—13) e comprimento do eizo conjugado igual a 24,

(8) centro C = (0,0), um dos focos F = (4,4) e um dos vértices V = (2v/2,2v/2),

(4) assintotas r: dx+y—11=0 e s: 4o —y — 13 =0 e um dos vértices V = (3,1),

(5) focos Fy = (—\/5, —\/5) e Fy = (\/5, ﬂ) e parametro 2v/2.

Exercicio 65. Determine uma equagao da elipse, com excentricidade e = 3 e cujos focos coincidem
com os vértices da hipérbole 162% — 9y? — 64x — 18y + 199 = 0

Exercicio 66. Da hipérbole H: y = L — 32 determine seus focos, seus vértices e suas retas assintotas.

T 4
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9. RETAS E HIPERBOLES

Teorema 46. Seja H uma hipérbole de focos Fy e Fy e excentricidade e. FExistem r1 e 1o, retas
perpendiculares a reta focal, tais que, para o ponto X,

XeH & dX,F)=c-dX,r) < dX,F)=ec-dX,r).

Demonstragao. Fixemos um sisema de coordenadas com origem no centro de H e tal que a reta focal
seja horizontal. Logo H: Z—z — %—; =1,ondea>0,b>0,c=vVa2+bee= £. Ainda Fy = (—¢,0) e
F> = (¢,0). Sejam r1: x+ “—Cz =0erg: x— % = 0. Naturalmente r; e ro sdo verticais e perpendiculares
a reta focal. Para X = (z,y),

dX,F1)=e-d(X,m) & J(@+e)?+y? =

x2+2cx+02+y2:i—§2+20x+a2<:>(17—2)x +y a?— e T 2= 2
& 2—2 — Z-’j—j =1 & XecH
Analogamente, mostra-se que d(X, Fy) = e - d(X,r2) se, e somente se, X € H. a

Definicao 18. As retas r1 e ro do teorema sao chamadas de diretrizes da hipérbole.

2 2
Corolario 13. Se H: % - % =1, ondea>0,b>0ec=+a?+ b2, entdo as diretrizes de H
sdorlzx—h—&—%:Oergzx—h—%zo. O
Exercicio 67. Seja H uma hipérbole de parametros geométricos a,b e c. Determine a distancia do
centro de H as suas diretrizes.

2 2
Exercicio 68. Seja H: — % + % =1, ondea>0,b>0 ec=+a?+ b2 Determine equacao
para as diretrizes de H.

Definicao 19. Seja H wma hipérbole. Se P,Q € H sdo distintos, dizemos que PQ é uma corda de
H. Se uma corda de H passa por algum dos focos, entao é chamada de corda focal.

Exercicio 69. Encontre o comprimento da(s) corda(s) focal(is) & conica H: @ —y? =1, que

é(sdo) paralela(s) a reta x +y = 0.

Lema 47. Seja H uma hipérbole de centro C'. Se r ndo € reta assintota mas € paralela a uma das
assintotas, entao r NH € conjunto unitdrio.
Demonstmg:ao Podemos fixar um sistema de coordenadas (x,y) com origem no centro de H. Daf

2

H: &y — ¥y =1, onde a > 0 e b > 0. As assintotas de H sdo as retas bx —ay = 0 e bz +ay = 0, portanto
sa0 retab paralelab aos vetores (a,b) e (—a,b), respectivamente.

Suponhamos que (a,b) é vetor diretor de r e que r passa pelo ponto Xy = (z9,y). Para A € R,
observamos que:

— (.T0+Aa)2 (y0+)\b)2 - ity Yo x% yg .
Xo+ v eH& e — = _1<:>2<a—b>/\+ =2 =0.

Se %0 — % =0, entdo X é ponto da assintota bz — ay = 0, o que é um absurdo pois 7 é paralela e
distinta desta assintota. Sendo assim, a equacdo acima admite uma tinica solucdo e r encontra H em
um dnico ponto.

Por argumentos andlogos, mostra-se que, se r é paralela a assintota bx 4+ ay = 0 mas é distinta dela,

entao r N H é conjunto unitario. O

Teorema 48. Uma hipérbole e uma reta se encontram no mdrimo duas vezes.

Demonstra¢do. Sejam H uma hipérbole e r uma reta. Podemos fixar um sistema de coordenadas (x, y)

com origem no centro de H. Dai H: 2—; — ?Z’)’—j =1, onde a >0eb>0. As assintotas de H sao as retas
br —ay = 0 e bx + ay = 0, portanto sdo retas paralelas aos vetores (a,b) e (—a,b), respectivamente.
Seja ¥ = (p,q) um vetor diretor de 7.
Se r é uma das assintotas, entdo rNH = (). Se r nao é assintota mas é paralela a alguma delas, entao
r N H é unitario, pelo lema anterior. Suponhamos que r nao é paralela a nenhumas das assintotas.
Neste caso, Z—z - Z—z # 0, pelo exercicio 57. Seja Xg = (xo,y0) € r. Para A € R,
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2 2 2 2
Xo+ AT € e (ol ual 1 (55— )0 4222 - )2+ (5 - B 1) =o.
Como a equagao tem no méximo duas raizes reais, entao r N H tem no maximo dois elementos. O

Consequentemente, ndo ha 3 pontos colineares em uma hipérbole.

Proposigcao 49. Seja H uma hipérbole. Para cada foco de H existe uma corda focal de comprimento
minimo e com extremos no mesmo ramo. Ainda, esta é perpendicular & reta focal.

Demonstmgdo Podemos fixar um sistema de coordenadas (z,y) com origem no centro de H. Dai
2

H: Z; — 4% =1,ondea > 0eb > 0. Se c = va?+ b2, entdo que Fy = (—¢,0) e F» = (c,0) sao os focos
de H. Fixemos ¥ = (p,q), vetor nao nulo e nao paralelo as assintotas. Seja r a reta que passa por Fy

e é paralela a ¥. Para A € R,

FAT eHe Qo Ol 1o (B - L) -2t 5-1=06 (L - &) X-Zat+l =0,

2
Pelo exercicio 57 — {z # 0 e esta equagdo ¢ de fato de 2°.grau. Seu discriminante é

’ a2
A= 4p*c? ﬁ i f _ 47172( 2 b2) @ _ 4p* +4°) _ 4|7
T T2\ )T e +a2_ a? a2

Visto que ¥ # 6), a equacao admite duas solugoes distintas e a reta r encontra H exatamente duas
vezes. Sejam A\ e Ay as duas raizes desta equacdo e X; = F} + M7 e Xo = Fy + X\ ¥. Ja que
X1 = (Mp—c,Aq) e Xoa = (Aap — ¢, \aq), pelo exercicio 51, estudemos o sinal de (A1p — ¢)(Aap — ¢).
Por sua vez

b2p2  2p2c2 2(p2 q2) 2 5 o 2 2 2 2,2

T g (-t 2 (b —c?) -4 D

o 2 2 2 2 2732 Y 2~ P 2
(Mp—c)(Aap—€) = Adop? —pe(Ay +Ag) + 2 = =1 e IR
a2 b2 a2 b2 a2 b2

2 2 —_—
Logo X; e X, estardo no mesmo ramo se, e somente se, 5 — & < 0. Lembramos que X; X, =

X1F1 —|—F1X2 = F1X2 — F1X1 = )\2?})_ )\1? = ()\1 - )\2)? € que |)\1 — )\2| =

7. Portanto,
a2 B2

S 2|72 2(p® + ¢

d(X1,X2) = A2 = M| || 7] = ! H 2 ( 2 2)
2 _ 2| e
a? b2 a? b2

Como 223 2 2 q—z Z—z > 0, deduzimos que q”;"’g > b2 e que d(Xy, X2) > %. Ainda,

i
2b2 2+ 2 b2 2 N
d(X1,X,) = @%:bzﬁp%rcf:cf—a—g@p:m:v//(O,l).

Concluimos que a corda focal que passa pelo foco Fi, tem extremos no mesmo ramo e tem comprimento
minimo é perpendicular a reta focal.

Com célculos e argumentos andlogos, concluimos o mesmo para a corda focal que passa por Fp. O

Definigao 20. Cada corda focal de uma hipérbole de comprimento minimo com extremos no mesmo
ramo € chamada de latus rectum.

Exercicio 70. Determine formula para o comprimento dos latera recta de uma hipérbole.

Exercicio 71. Determine equacao da hipérbole, os focos, o centro, os parametros, as assintotas e as
diretrizes da hipérbole de vértices Vi = (5,4) e Vo = (1,4) e latera recta medindo 5.

Proposicao 50. Seja H uma hipérbole. Se X1 Xo e X3X4 sao cordas de H, paralelas e distintas, entao
a reta determinada pelos seus pontos médios passa pelo centro de H.

Demonstmgdo Podemos fixar um sistema de coordenadas (z,y) com origem no centro de H e tal que
2

H: £y — 4% =1,ondea > 0e b > 0. Sejam X = (v1,y1), Xo = (T2,¥2), X3 = (arg,yg) e Xy = (4,y4)-

Dado que X; X5 e X3X4 sdo cordas de H paralelas podemos fixar ¥ = (p,q) # 0e) ,u € R, ambos

nao nulos, tais que X1 Xo = A7 e X3X4 = uv.

Observamos que
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=

Tyl v Ap(eatwe) _ (@emed)(wetm) _ 23—l yi—yi _ (2—y)(watwn) _ Aa(uitye)
a? b2 a? b2 a? a? a? b2 b2 b2

= p(zZer:zzg) — q(y142ry2) =0 (l’l + x2,y1 + yz) o U = 0 N
onde ¥ = (a% y— ) Se Mj é o ponto médio da corda X1X2, entao OM1 1. Analogamente prova-se
que, se Ms é o ponto médio da corda X3X,, entdo OMQ 1 7. Sendo assim, OM1 e OMQ sao paralelos.
Consequentemente, O, M; e M5 sao colineares. O

Corolario 14. Os unicos eizos de simetria de uma hipérbole sao as retas suportes dos eixos transverso
e conjugado.

Demonstracdo. Seja H uma hipérbole e suponhamos que r é um eixo de simetria para H. Para cada
ponto X, seja X’ o simétrico de X com relacao & reta r. Uma vez que r N H tem no mdximo dois
elementos e que H tem infinitos elementos, podemos fixar P € H\r = H\ (HNr). Caso P = P’, terfamos
P € r, o que ndo acontece. Logo P # P’ e determinam corda de H. Fixemos @ € H\ (r U{P, P'}).
Analogamente, () # Q' e também determinam corda de H. Se Q' = P’ ou Q' = P, entao Q = P
ou Q = P’, algo que ndo acontece. Portanto PP’ e QQ’ sdo cordas distintas. Como ambas sao
perpendiculares a r, PP’ e QQ' sao segmentos paralelos. Pela proposicao 50, seus pontos médios e o
centro de H sao colineares. Como estes pontos médios estao em r, o centro de H pertence a r.

Fixemos um sistema de coordenadas tal que H: i—z — g—z =1, onde a > 0 e b > 0. Naturalmente,
(0,0) é o centro de H. Ainda, r: az + By = 0, para 1 = (o, 8) # 0. Como a reta y = 0 é eixo de
simentria para H, podemos supor que r nao é horizontal, ou seja, que a # 0. O vértice A = (a,0) € H

e A’ € H. Como o segmento AA’ é perpendicular a r e o seu ponto médio pertence a r, existe A € R
talque A+ AT €re A+ 2\ = A’ € H. Mas

—Qaa

A+ At ereala+ra)+8003) =0\ = pearl

Por sua vez, dado que A # 0,

2
A+2\R e H e (a+2a/\) _ (ﬂ;g\) 1l a2+4aaaA2+4a2,\2 _ 4Bb22/\2 RN (%2 B %> p—

Por outro lado,

> (Oﬂ B2>:_Z® aQ((;z_ba>:a2+62<:>—a262=ﬁ2<:>,5’= :

a2+ 32 \a2 B2 B2 b2
pois a® 4+ b? # 0. Sendo assim, 7 é vertical. O

Teorema 51. Sejam H uma hipérbole e Xog € H. FEuxiste uma tnica reta t tal que t NH = {Xo} e t
nao € paralela a nenhuma das assintotas.

Demonstracao. Fixemos um sistema de coordenadas tal que H: i—i — onde a > 0e b > 0. Seja
Suponhamos que r nao

b—z;éO. Para A € R,

1,
r uma reta que passa por Xg = (zg,%0) e é paralela ao vetor ¥ = (p, ) 6)
2

yu

¢ paralela a nenhuma das assintotas. Pelo exercicio 57, induzimos que 5 —

2 2 2 24,2 2 242
Xo+ \T eH (Iozgﬂ) _ (yngg/\) -1 930+2P1(102>\+P A (yo+2qyl;)2/\+q M) e
po_a>) 2 PTo _ ayo PEEnS
=4 2 T )\+2(a72_b72)A:0 = A=0ou N=-2 o2 g2 .

q

a2 b2

A solugdo A = 0 corresponde ao ponto Xy, que é elemento de HHN r. Portanto, HNr = {Xo} se, e

somente se, 220 — 9% — (), Dado que Xy € H, os vetores 7 = (22, —%) ¢ ¥ = (¥, 29) sao ambos ndo
' a b 0 ’ a2’ b b2 a

nulos. Além do mais,

, , w2 22
(38)° (%) _#-%
a® b2 T T a%? T a?b?

e o vetor ¥ ndo é paralelo a nenhuma das assintotas. Notamos que

Bo_ a0 o TI(%,-8) o T/(%53).

a

Tomemos por ¢ a reta que passa por X e ¢ paralela ao vetor 1. Pela discussao acima, t N H = { X},
t nao é paralela a nenhuma das assintotas e é a tnica satisfazendo estas duas condigoes. O
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Definigao 21. Sejam H wma hipérbole e Xg € H. A reta tangente a H no ponto X, ¢ a reta
que passa por Xg, tem intersecdo unitdria com H e nao € paralela a nenhuma das assintotas. A reta
normal a H no ponto Xy ¢ a reta que passa por Xy e € perpendicular a reta tangente no mesmo
ponto Xy.

2

Coroléario 15. Se H: é — 'Z—z =1, ondea>0eb>0eXy=(x0,90) € H, entdo a reta tangente a

a
H em Xo tem equacio =% — % = 1.

Demonstracdo. Pela demonstragao do teorema 51, a reta tangente é perpendicular ao vetor (%, —b—g).
Uma vez que passa por Xy, uma equagao para a reta tangente é (";—2, —?é—;’) o (x—x9,y—yo) =0. Mas
2 2
(28, —%)e(r—z0,y—y) =0 27 — 5 B+ W =06 28 -4 =1,
pois que X, € H. ]

Exercicio 72. Determine equacdo das retas tangente e normal a Riperbole de equacdo 2x% + 6xy +
2y% + 62 — 6y — 27 = 0 no ponto P = (&2‘/5,%).

Exercicio 73. Determine as retas tangentes a hipérbole H: y = % ?jf nos seus vértices.
Teorema 52. Seja H uma hipérbole de focos F1 e F5. Se Xo € H e t_(; € vetor diretor da reta tangente

a H em Xq, entao ang(XOFl,t—(;) = ang(XoFQ,t—(;)

2
Demonstragcdo. Fixemos um sistema de coordenadas tal que H: i—z - 15—2 =1,ondea>0eb>0. Se

¢ =+va? + b?, entdo, sem perda de genaralidade, podemos escrever F; = (—c¢,0) e F» = (¢, 0).
Se Xo = (wo,y0), entdo a reta tangente a H em X, tem equacio %% — % = 1. Se ty é vetor

\ > ~ . ~
paralelo & tal reta tangente, t, = Avg, para algum A € R, nao nulo, e vy = (g—g, 2—8) Pela proposicao
24, || XoFi|| = |2 + a|. Sendo assim,

— _ —yo(ctzo) ToYo __ —Yoc 1 1\ _ ¢y zoyoc® _ cyo (cx
XoFy e g = —#55200 — 2o = =0 —woyo (gr + ) = — 99 — “hr = — B (00 +a)
- ~

Se 6, = ang(XoF1,tp), entdo

cosfr — —XoFisQ) . —|Aeyo | (552 +a)
S Dy S RPN TR [ e

——— , —Ix £20 _q

Analogamente, se 6 = ang(XyF5,tg), concluimos que cosfy = abzl)\ll‘c%’“ . (‘@_af. Como Xy € H,

os niimeros (<22 +a) e (%22 —a) tém mesmo sinal (ver demonstracdo da proposi¢do 24). Portanto

£20 4 crg
(@ a) _ (J a)
| a +a| | a —a|

, cos 1 = cos By e, consequentemente, #; = 6. O

Este tdltimo resultado mostra que, se um raio de luz é emitido de um foco de uma hipérbole, ele se
refletird nela de tal forma que o outro foco estd na reta suporte da trajetéria do raio refletido.

10. ALGUMAS EQUIVALENCIAS

Seja I': az? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 uma conica, lembrando que a? + b? + ¢ # 0, e sejam

b d
0 b a 3 3
Ay =a+ec, Ay = b 2 e Az = % c 5
s C
2 d e f
2 2

Vérios teoremas puderam determinar qual conica representava a partir dos valores de Ay, Ay e Ag.
Vamos revisitar alguns desses teoremas mostrando que, para alguns deles, sao validas equivaléncias.

Teorema 53. I" representa pardbola se, e somente se, Ay =0 e Az # 0.
Demonstragdo. Se Ay =0 e Az # 0, entdo I' representa uma pardbola, pelo teorema 16.

Agora suponhamos que I' representa pardbola. Pelos teoremas 29 e 30, Ay < 0, visto que I" néo

é conjunto vazio, nem ponto, nem elipse, e muito menos circunferéncia. Pelos teoremas 44 e 45,

concluimos que Ay = 0, j4 que I" ndo é hipérbole nem unido de retas concorrentes. Finalmente, dado

que I" nao é reta, nem uniao de retas nem é conjunto vazio, pelo teorema 5 e pelo exercicio 5, concluimos

que Az #£ 0. O
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Teorema 54. T' representa elipse ou circunferéncia se, e somente se, Ag >0 e A1A3z < 0.
Demonstragdo. Se Ay > 0 e AjAz < 0, entdo I' representa elipse ou circunferéncia, pelo teorema 29.

Agora suponhamos que I' representa elipse ou circunferéncia. Pelos toeremas 44 e 45, concluimos
que Ay > 0, ja que I" nao é hipérbole nem uniao de retas concorrentes. Pelos teoremas 16 e 5, além do
exercicio 5, segue que As > 0 pois I' ndo é pardbola, nem reta, nem unido de retas paralelas e muito

menos o conjunto vazio. Visto que Ay = ac — % > 0, deduzimos que ac > 0 e A; = a+ ¢ # 0. Pelo
teorema 30, segue que A1A3 < 0, dado que I" nao é conjunto vazio nem ponto. O

Teorema 55. T" representa hipérbole se, e somente se, Ao <0 e Ag # 0.
Demonstragdo. Se Ay < 0 e Az # 0, entdo I representa hipérbole, pelo teorema 44.

Agora suponhamos que I' representa hipérbole. Pelos teoremas 29 e 30, Ay < 0, visto que I' nao é
conjunto vazio, nem ponto, nem elipse, e muito menos circunferéncia. Pelos teoremas 16 e 5, além do
exercicio 5, segue que Ay < 0 pois I' ndo é pardbola, nem reta, nem unido de retas paralelas e muito
menos o conjunto vazio. Pelo teorema 45, Ag # 0, pois I ndo é unido de retas concorrentes. ]

Teorema 56. I' representa unido de retas concorrentes se, e somente se, Ay < 0 e Az =0.
Demonstragdo. Se Ay < 0 e Az = 0, entdo I representa hipérbole, pelo teorema 45.

Agora suponhamos que T" representa unidao de retas concorrentes. Pelos teoremas 29 e 30, As < 0,
visto que I' néo é conjunto vazio, nem ponto, nem elipse, e muito menos circunferéncia. Pelos teoremas
16 e 5, além do exercicio 5, segue que As < 0 pois I' nao é parabola, nem reta, nem uniao de retas
paralelas e muito menos o conjunto vazio. Pelo teorema 44, A3 = 0, pois I' nao é hipérbole. O

Teorema 57. T' representa ponto se, e somente se, Ay > 0, Az = 0.
Demonstragao. Se Ay > 0 e Az = 0, entdo I representa ponto, pelo teorema 30.

Agora suponhamos que somente um ponto satisfaca a equagao de I'. Pelos teoremas 16 e 5, além do
exercicio 5, segue que As # 0 pois I' ndo é pardbola, nem reta, nem unido de retas paralelas e muito
menos o conjunto vazio. Pelos teoremas 44 e 45, Ay > 0, pois I' ndo é unido de retas concorrentes
nem hipérbole. Como I' ndo é elipse nem circunferéncia, pelo teorema 29, A; Az > 0. Pelo teorema 30,
segue que A;Az = 0, pois I ndo reprensenta o conjunto vazio. Visto que Ay = ac — % > 0, deduzimos
que ac > 0e Ay =a+ c# 0. Sendo assim, Az = 0. |

e O

Teorema 58. I' representa reta se, e somente se, Ay = Az =

~ NI
~ oo

vla,

=0, dado que a # 0 ou ¢ # 0, segue que I' representa

e O

Demonstra¢do. Se Ay = Az =

~ NI

v,
— Nl

reta pelo teorema 5 e pelo exercicio 5.

Agora suponhamos que I' represente uma reta. Pelos teoremas 29 e 30, Ay < 0, visto que I' néo
é conjunto vazio, nem ponto, nem elipse, e muito menos circunferéncia. Pelos teoremas 44 e 45,
deduzimos que As = 0, pois I nao é unido de retas concorrentes nem hipérbole. Dado que I" nao é
parabola, pelo teorema 16, segue que Az = 0.

Sem perda de generalidade, suponhamos a # 0. Sendo assim, ¢ = %. Pelo lema 3, (Z % =0e
o 2 2 2
e= %. Pelo teorema 5, % jt =0e f= Z—a. Portanto
SN OIORICE
5 f 4a 4a 4\ 2a
O
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Teorema 59. I' representa uniao de duas retas paralelas distintas se, e somente se, Ay = A3 =0 e

a 4 e
ainda |, 21 <0 ou . 2l <o.
5 f 5
a 4
Demonstragdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que Ay = Az =0e |, ; < 0. Caso a =0,
2
b d
segue que b = 0 # c¢. Pelo lema 3, |? i = 0 e deduzimos que d = 0, o que é um absurdo pois, neste
c €
2
a 4
caso, |, ; = 0. Concluimos que a # 0 e, pelo teorema 5, I' representa uniao de duas retas paralelas
2
distintas.

Agora suponhamos que I" represente a uniao de duas retas paralelas distintas. Pelos teoremas 29 e
30, induzimos que Ay < 0, visto que I' ndo é conjunto vazio, nem ponto, nem elipse, e muito menos
circunferéncia. Pelos teoremas 44 e 45, deduzimos que Ay = 0, pois I' ndo é unido de retas concorrentes

nem hipérbole. Dado que I' nao é parabola, pelo teorema 16, segue que Az = 0.
d

N Y
Se a # 0, entao |,
5 f

< 0. ]

< 0, pelo teorema 5. Se a = 0, entao b = 0 # c e, pelo exercicio 5, segue que
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Exercicio 74. Mostre que, se Ag = A3 =0, entdo
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Teorema 60. I' representa o conjunto vazio se, e somente se, uma das condi¢oes abaixo € verdadeira:

(1) Ay >0 6A1A3>0,

(2)A2=A3:O< , OU (3)A2=A3:0<
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Demonstracdo. Se Ay > 0 e A1A3z > 0, entao I' é conica vazia pelo teorema 30. Se Ay = Az = 0
d

o ~ 2
e 21 > 0, entdo af > 4

7> af > 0ea# 0. Consequentemente, pelo teorema 5, I' representa o

d
2

e
conjunto vazio. Analogamente o mesmo acontece se Ay = Az =0 < 21,

Nio O

Suponhamos que nenhum ponto do plano satistaca a equagao de I'. Pelos teoremas 44 e 45, deduzi-
mos que Ay > 0. Caso Ay > 0, pelos teoremas 29 e 30, induzimos que A; Az > 0. Logo vale (1). Caso

Ay = 0, visto que I' ndo representa parabola, deduzimos que Az = 0, pelo teorema 16. Pelo teorema
d
2

c €
ZOee2

2

59, temos que > 0. Ja o teorema 58 nos faz concluir que os dois determinantes nao

d

2

podem ser simultaneamente nulos. Portanto, > 0 ou > 0, ou seja, vale (2)ou (3). O
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