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CAPITULO I - VETORES

1.1 Segmentos orientados

Consideremos umaretar e sejam A e B dois pontosde r.

A ﬁ r

Ao segmento de reta AB, podemos associar um sentido : 0 sentido de A

para B, ou o sentido de B para A. Escrevemos AB para representar o
segmento de reta AB associado com o sentido de A para B. Dizemos que

AB éo segmento orientado de origem A e extremidade B e BA é0

segmento orientado de origem B e extremidade A. Chamamos BA , oposto
de AB. Se A = B, dizemos que 0 segmento orientado AB=BA é 0
segmento nulo, ¢  escrevemos AA = O. Nareta r esta representado
graficamente AB.

Fixada uma unidade de comprimento, a cada segmento orientado, podemos
associar um numero real Nndo negativo, seu comprimento, que € a sua

medida em relacdo aguela unidade. A medida do segmento AB,
indicamos por med(AB). Os segmentos nulos tém medidaigual a zero. E
claro que med(AB) = med(BA).

Dados dois segmentos orientados ndo nulos  AB e CD, dizemos que eles

tém mesma direcio, Se as retas suportes destes segmentos sdo paralelas ou
coincidentes. SO podemos comparar 0s sentidos de dois segmentos
orientados, se eles tém a mesma direcdo. Dois segmentos orientados
opostos tém sentidos contrarios.



Exemplos:

Mesmo sentido Sentidos contrérios
A
> >
Mesmo sentido Sentidos contrérios

1.2 Equipoléncia
Definicdo: O segmento orientado AB é equipolente a0 segmento
orientado CD, se ambos sG0 segmentos nulos, ou se tém mesma medida e

mesmo sentido.

Indicamos; AB ~ CD.

Exemplos:
A B C D
> >
AA ~ BB AB ~ CD
EF~ GH
Propriedades:

1. AB ~ AB (reflexiva).
2. Se AB~ CD entdo CD ~ AB (simétrica).
3. Se AB~CD e CD~EF entdo AB ~ EF (transitiva).




4. Dados um segmento orientado AB e um ponto C, existe um Gnico ponto
D tal que AB~CD.

5. Se AB~CDentdio BA~DC.

6. Se AB~CD entdio AC~BD.

Essas propriedades sdo de facil verificagéo.

1.3 Vetores

Defini¢ao: Chamamos vetor determinado por um segmento orientado
AB, a0 conjunto de todos 0s segmentos orientados equipolentesa AB .

- ®
O vetor determinado por AB, indicamos por AB.

® ® -
Dois vetores AB e CD sio iguais se, e somente se AB~CD. Um
®

mesmo vetor AB € determinado por uma infinidade de segmentos
orientados, que s&o0 chamados representantes desse vetor, e que sdo todos
equipolentes entre si. Em particular, os segmentos nulos séo representantes
de um unico vetor, que chamamos vetor nulo, e indicamos por 6.

® ® ®
Dado um vetor Vv =AB, chamamos o vetor BA oposto de AB e

®
indicamos por -AB ou -V.

v®

Decorre da propriedade 6 de 1.2 aimplicagéo:
® ® ® ®
Se AB = CD entdo AC = BD.



Dado um vetor U, todos os seus representantes tém a mesma medida. Essa

medida denominamos modulo do vetor U, e indicamos por |t |. Dizemos
® ®

que os vetores AB e CD ndo nulos tém mesma direcio (mesmo

sentido), se AB e CD tém mesma direcéo (mesmo sentido).

Um vetor U € unitario se|U| = 1. Chamamos versor de um vetor ndo nulo
i , 0 vetor unitario que tem mesmo sentido de U, e indicamos por U°.

Dizemos que dois vetores ndo nulos sdo ortogonais, Se V
podem ser representados por segmentos  orientados
ortogonais, e indicamospor U”" V. \\‘7

Convencionamos que 0 Vetor nulo é ortogonal a qualquer vetor do espaco.

1.4 Soma de um ponto com um vetor

Defini¢ao: Dados um ponto A e um vetor v, existe um unico ponto B tal
®
que AB =V. O ponto B chamamos soma do ponto A com o vetor V.

— _ B
s
A

Indicamos asoma A + (V) , smplesmente por A + V.

Propriedades:

1. A+o0=A.

2. (A-Vv)+v=A,

3.SeA+v=B+Vv,entdo A

4.Se A+U=A+V,entdo U
®

5. A+AB=B.

B.

Essas propriedades sdo verificadas facilmente.



1.5 Adicao de vetores

Definicio: Consideremos dois vetores U e V, e um ponto qualquer A.
®
Sgam B=A+U e C=B+V. O vetor S=ACé chamado vetor soma

de i e V e indicamospor s =u + V.

Observemos que o vetor sS=uU+V
independe do ponto A. De fato, se
considerarmos outro  ponto  AC
obteremos B¢=AC¢+U e C¢=B¢+ V.

® ® ® ® ,
Assim, AB=ABCe BC=BCC A

Usando a propriedade 1 de 1.3, concluimos que :

® ® ® ® ® ® ® ®
AAC=BB¢e BB¢=CC¢. Dai, AA¢=CCC e portanto AC=AECC
v
Propriedades:

1. 0+V=V+0 ( comutativa).

2.(0+v)+w=0+(V+Ww)
( associativa)

<l

3.U+0=0 (elemento neutro).
4. u+(- u)=0 ( elemento oposto).

Indicamos o vetor U+ (- V) por - V. Notemosque Gi- V! V- G.




1.6 Produto de um numero real por um vetor

Definiciio: Dados al R e V! 6, chamamos produto de a por Vv, O
vetor w = av, que satisfaz as condigdes abaixo:

L |wl=|a]|v].

2. Adireciode w éamesmada V.

3. O sentido de w éigua ao de v se a>0, e contrario ao de Vv se
a<o.

Sea=0ou V=0, 0produto av éo vetor nulo.

Exemplos:

1
<l

\\;
\
ol

I v o ses
Vv éindicado por —. Se v1! 0, eéfacil mostrar que
a

Se al 0, o produto

Q|

—

. - oV e e e
eoversordev,ousejav°=ﬁeportantov=|v|v°.
v

Propriedades:

1. a(bv)=(ab)v.

2. al0+v)=an+av
3. (a+bjv=av+bv.
4

Nas propriedades acima, i e v sdo vetores quaisquer, a e b sdo
numeros reais.



1.7 Combinaciao linear

Definicao 1: Dados n vetores v4,V,,...,V,, enescalares a;,a,,...,a,,
chamamos o vetor Vv =a,V, +a,V, +...+a,V,, de combinacio linear
dos vetores v{,V,,...,v, com coeficientes a;,a,,...,a,.

Nos exemplos 1, 2 e 3 a seguir, escrevemos W como combinacéo linear
dos vetores dados.

Exemplo 1:

/

V Neste exemplo, W = 2V.

Exemplo 2:
Como w=0=0u+0v, dizemos gque

/ V\A 0 é combinacdo linear de U e V,
w

com coeficientes zeros.

Exemplo 3:

Observando a figura ao
\Tv// /\7// la lado, podemos escrever :
W =- 2\7+OU.

3

L s I . 2
Assim, W é combinagdo linear de U e V, com coeficientes- — e 0.

—

Note que, o vetor U ndo pode ser escrito como combinacéo linear de
W ev.



Exemplo 4:

Consideremos um paralelogramo ABCD.

Observemos que o vetor

D C ® ® ®
AC=AB+AD possui a
A 5 mesma direcilo que a

diagonal AC.
® ®
Se |AB|=|AD|, este paralelogramo sera um losango. Sabemos que em
um losango ABCD, a bissetriz do angulo D

U
BA D contém a diagonal AC. Assim, 0 A<> c
® ® ®
vetor AC=AB+ AD possuiratambém a
mesma direcdo da bissetriz do angulo
U
BAD.

® ® ®
No caso de |[AB|* |AD|, o vetor AC n&o possui a mesma diregdo da

U
bissetriz do angulo BA D . Para conseguirmos um vetor que possua a

U
mesma direcéo da bissetriz do angulo BA D, basta tomarmos o vetor

® ® o,
V=tAB°+tAD”’, tl R .




Exemplo 5:

Observando o para el epipedo ao lado, podemos escrever:

® ® ® ® H G
AG=AB +BC+CG
® E
Dizemos entdo que AG é combinago linear dos F
® ® ® ® ® /
vetores AB, BC e CG. Como BC=AD e 4
® ® )
CG = AE, podemos também escrever: c
® ® ® ® A B
AG=AB+AD+AE
®

Assim, podemos também dizer que AG é combinacao linear dos vetores
® ® ®
AB, AD e AE.

Definicdo 2: Dizemos que os vetores vy,Vj,..,v, S30 colineares

(paralelos), se possuem representantes em uma mesma reta. Neste caso
INdiCaMOS Vq // V2 1/ V3 geues /] Vi -

No exemplo 1, temos u//w, e no exemplo 2 temos w//t e w// Vv,

embora u e Vv ndo sgam paralelos.

Definicao 3: Dizemos que 0S VEetores vy,vj,...,V, S0 coplanares, se
possuem representantes em um mesmo plano.

Observamos que a colinearidade de vetores é um caso particular da
coplanaridade de vetores.

Nosexemplosde 1l a 4, osvetores envolvidos sdo coplanares.
Propriedades:

1. Os vetores U e V sao paralelos se, e somente se, podemos escrever
um deles como combinacgéo linear do outro.

Prova: "p " Comegaremos considerando 0s seguintes casos:
1) G=0=v;u=tv, tl IR
2) U=0e V! 0;temosu=0v
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~0

3. U'devid. Como u//fv, temos ©°=%v° Dad,
~ -0 .V |U|_, . A
|a|a =i|u|ﬁ ou sga, U= +ﬁv Assm, se U e V tém mesmo
Y Y
~_|a]. A : L.
sentido podemos escrever U = Qv. Ese U e vV tém sentidos contrarios
V]

ul.
temos U = gv

V]

Por outro lado, suponhamos que podemos escrever Uicomo combinagdo
linear de v, ou sgja, U=tV. Pela definicdo de produto de um ndmero
real por vetor, temos que U eV tém a mesma direcdo, logo séo
paralelos.

—

2. Os vetores U,V e W sd0 coplanares se, e somente se, podemos
escrever um deles como combinacéo linear dos outros.

Prova: Suponhamos que U,V e W sdo coplanares, temos entdo os
Seguintes casos:

1) Um deles sendo o vetor nulo, digamos ti = 0.
Podemos escrever: U =0V + 0w .

2) Doisdeles sdo paralelos, digamos u//Vv e V1! 0.
Podemos escrever: ti=mv =mv + 0w, mi IR.

3) Quaisquer dois desses vetores ndo paralelos.

Vamos considerar a figura ao a
onde a € um plano que contem
representantes dos vetores U,V e W.

Tomemos OA Vv, OB ue OC w . Tracemos

®
pelo ponto C uma reta paralela ao vetor OB =,
] -C gue intercepta a reta OA no ponto P. Assim

® ® ®
podemos escrever: W = OC = OP+ PC.
® ® ® ® R
Como OP//OA e PC//OB temos. w =mv +na, m,nl IR.
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Por outro lado, suponhamos que W =mv +nd, n,mil IR. Assim, pela
definicdo de adicdo de vetores, temos que U,V e W sd0 coplanares.

1.8 Dependéncia linear

Defini¢do 1: Dizemos que um vetor V € linearmente dependente, Se
V=0.

Definicao 2: Dizemos que dois vetores U e V sd0 linearmente
dependentes se eles sdo paralelos.

Definicao 3: Dizemos que trés vetores U,V e W S30 linearmente
dependentes Se eles sG0 coplanares.

Definicao 4: Dizemos que mais de trés vetores do espagco (IR3), sa0
sempre linearmente dependentes.

Quando os vetores do espagco ndo S0 linearmente dependentes (LD),
dizemos que eles sdo linearmente independentes (L1).

Exemplos:

Considerando o paraelepipedo de arestas AB, AD e AE, temos:

® ® ® ®

o DABEéLlI. 2AB+BC+CA € LD.
® ®
3)AD e AE sio LI.

® 1®
4)AB e EAB sao LD.

® ® ®
5)AB, AD e AE sdo LI..

® ® ®
6) AE, AB eDC sdo LD.

® ® ®
7)AB, AD e FF sdo LD.

® ® ® ®
8)AB, BF BC e AG sdo LD.
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Propriedades:

1. Se um vetor Vv

LI, entdo dado G// Vv, temos que existe um Unico
escalar m tal que t=m

—»

é
u

Prova: Como vV é LI, temos pelaprovadapropriedade 1 de 1.7, que
U=mv e m éunico.

—

2. Se dois vetores V4 e Vo sdo LI, entdo dado Vv coplanar com
Vq e Vo, temos que existe um Unico par de escalares (m, n), tal que
V=mvq +nvo.

Prova: Como V, Vq e V, sdo coplanarese, V4 e Vo sdo LI, temos
pelaprovadapropriedade 2 de 1.7, que V=mvq +nvs.

Para mostrar que esses escalares sdo Unicos, vamos supor que existam
men’, taisque: v=m&, +nd,. Entdo (m- mYv, +(n- nGv,=0.
(n-n9
(m- mg
que contradiz o fato de vq e Vo serem LI. Logo, m- m¢=0, ou sgja,
m=m¢.

Se m- m¢ 0, podemos escrever Vq =- ——V,. Dai, V1//Vy, 0O

Ana ogamente podemos mostrar que n =n¢.

3. Setrésvetores V1, Vo e V3 sd0 LI, entéo dado um vetor v qualquer,

temos que existe Unico terno de escalares (m, n, p), ta que
V=mvq+nvy +pvs.

Prova: Suponhamos que Vi, Vo e V3 Sd0 LI, temos entéo os seguintes
Casos:

=0. Podemos escrever: v =0vq + 0V, +0V3.

paralelo aum dos vetores V4, Vo e Vg, digamos v // V4. Entdo
podemos escrever: Vv.=mvq +0vy + 0vg.

3) V coplanar com dois dos vetores V4, Vo e Vg3, digamos V,V1 e Vo
s&0 coplanares. Assim temos. V. =mvq + nVo =mvq + nvo + 0Vg.

) v
) v
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4) vV ndo é coplanar com quaisquer dois dos vetores Vi, Vo e Vg,
Vamos considerar a figura a seguir, onde a € o plano paralelo ao plano
OA 1A » passando pelo ponto A. Seja B é o ponto de intersegdo da reta
OA3 comoplano a.

Temos entao:
® ® ®
v=0A =0B+BA.
® ®

Como OB//v3 e BA e

coplanar com Vq e Vo, temos:
® ®
OB =pv3, BA=mvqy +nvs,.

Logo V=mvq + nvy + pvs.

Para mostrarmos que esses escalares S0 Unicos, vamos supor que
V=m®, +nv, + plvs. Entdo temos:

(m- mgvy +(n- nQv, +(p- pYvz =0.

Se m- m¢t 0, podemos escrever:

m- m¢ 2 m- m¢

- ne _ pt
vy =- g, PPy

ou sga, V1 é coplanar com Vo, e V3. O que contradiz o fato de
Vi1, Vo e Vg serem LI.Logo m- m¢=0, ou sgja, m=m¢.

Anaogamente podemos mostrar que n =n¢e p =p¢.

1.9 Base — Coordenadas de vetor

Definicio 1: Dado um vetor V LI, dizemos que {Vv} é uma base para o
conjunto de vetores paralelos a V.
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Definicio 2: Dados dois vetores V4 e Vo LI, dizemos que {v4,vo} é
uma base para o conjunto de vetores coplanares com vi e vV,

Definicdo 3: Dados trés vetores V; ,Vo e V3 LI, dizemos que

{Vl,VZ,Vg} ¢ uma base para o conjunto de vetores do espaco (IR3 ).

Definicao 4: Dizemos que uma base ¢ ortogonal, quando seus vetores
sdo dois a dois ortogonais.

Definicao 5: Dizemos que uma base ¢é ortonormal, se elafor ortogonal
e Seus vetores unitarios.

Costumamos representar uma base ortonormal por {T, i, R}.

Fixada uma base {Vq,V»,V3} do espaco, pela propriedade 3 de 1.8, para
todo vetor v, temos V=mvq+nv, +pvg, onde m, n e p sdo Unicos.
Dizemos que mv,nv, e pv3 S30 as componentes de Vv na diregao
dos vetores Vi ,V, e V3 , respectivamente. Os escalaresm, n € p
s80 as coordenadas de v em relacdo abase {\71, \72,\73}.

Geralmente, representamos o0 vetor vV através de suas coordenadas, ou
sgja, v =(m,n,p).

Exemplo 1:

Consideremos o cubo ao lado e fixemos a
G ® ® ®
base {AB, AC, AE} . Podemos escrever:

® ® ® ® ®
1. AB=1AB+0AC+0AE, dai AB=(1,0,0).

® ®
Analogamente, AC=(0,,0) e AE=(0,01).

Podemos concluir entdo que, dada uma base qualquer {Vq,V5,V3}, as
coordenadas desses vetores em relacdo a esta base sao:

v, =(1,0,0), v, =(01,0) e v3=(0,01).
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® ® ® ® ®
2. AF=1AB+0AC+1AE, dai AF=(101).

® ® ®
Observamos que se a base considerada for {AB,AE,AC}, temos
®
AF=(110).
® ® ® ® ®
3. AG=0AB+1AC+1AE,dai AG=(011).
Exemplo 2:
® ® ®

Consideremos v =(-111) em relacdo base {AB,AC,AE} do exemplo

® ® ® ®
anterior. Assim, v=- AB+ AC+ AE=AH.

Analogamente ao que foi feito para o conjunto dos vetores no espaco,
podemos fazer para conjuntos de vetores coplanares e colineares.
Assm, um vetor num conjunto de vetores coplanares tem duas
coordenadas e um vetor num conjunto de vetores colineares tem uma
coordenada.

Propriedades:

Sga {Vq, Vo, V3} uma base do espago. Consideremos os vetores
U,V e w, representados através de suas coordenadas em relacdo a esta
base.

(al, as, a3), V= ( bl’ b2, b3) e ti IR entdo:

=V U alzbl, a2:b2 e a3:b3.

V=(ag+ by, ap + by, ag + by).

Prova: @) Como U =a;V1 +asVy +agvy e V=DbyVq +byVy +bgvg,
temos:

(@1 - by)vy +(ay - by)V, +(ag - b3)vz =0
Dal,, 6:(al' bl,az' b2,a3' b3) .

Logo, aj;- by =0, ap- by, =0 e az- bz =0.

De maneiraanaloga podemos mostrar ositensb) e c).



16

—

Observamos que osvetores U = (0,0,0) e V= ( byq, by, b3) sdoLD,
visto que o vetor nulo € paralelo atodo vetor do espaco.

2.Sgam U =( &g, ap, ag)e V= ( bq, by, bg) vetoresndo nulos. Os
vetores U e V s30 LD se, esomente s, exisseumt1 IR tal que:

a = tbl
s = tb2
az = tbg

Prova: Se U e Vv sdo LD, entdo u// v. Como v é LI, podemos

escrever: U = t V, ousga,
a = t bl
s = t b2
az = t b3.

Por outro lado, seexiste t1 IR, tal que

a = t bl
s = tb2
az = tbg

—

entdo U=tv.Logo U// VvV e portanto U eV sdo LD.

3. Trés vetores U=(a;,ap,a3), V=(by,bp,b3) € W=(cq,Ccp,C3)
S50 LD se, e somente sg,

a1 ap ag
D= bl b2 b3 = 0.
Ci1 Cz C3

Esta propriedades pode ser demonstrada através de propriedades de
determinantes.

Concluimos que se t ndo existe na propriedade 2, ou se D é diferente de
zero, na propriedade 3, temos que os vetores considerados nessas
propriedades sdo LI.
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1.10 Sistemas de coordenadas cartesianas

Definicao 1: Um sistema de coordenadas cartesianas no espago € um
conjunto formado por um ponto O e umabase {V,,V,,V3}.

Indicamos um sistema de coordenadas cartesianas no espago por
{O’ v19 st V3} :

O ponto O é chamado origem do sistema € 0S eix0s gue passam por O e
tem asdirecbesde v, ,v, e V3, respectivamente, séo chamados de eixo
das abscissas, eixo das ordenadas e eixo das cotas.

Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas {O, V1,V 5,V3} €

seja P um ponto arbitrario do espaco. Chamamos coordenadas do ponto

®
P em relacdo ao sistema {0, v,,V,,V;}, as coordenadas do vetor OP,

®
ou sga, se OP=(aj,ap,az), entdo P(a;,ay,ag). Os nimeros

a1,a»,a3 S0 denominados abscissa, ordenada e cota do ponto P,
respectivamente.

Exemplo 1: _
| I X0 dascotas
Nafiguraeolado, temos. K-
® 1 e
1. OP= v, +2v, +Vs, B
2 V3
® .. ..
ousga, oP=E 2,19 dai, PE, 2,19,
e2 @ e2 a
® . . . G >
2.00=8,2,02 dai, Q& 2,02 N
e2 o e2 o
RE o Q
® ' " 1 Eixo das ordenad
3. 0R=%0,0 - %9 dai, R=80,0, - %9 O R OrEnE®
© e € e Eixo das abscissas
® ~

4. 00=(0,0,0), dai O(0,0,0).



18

Propriedades:

Fixado um sistema de coordenadas {O, V1,V ,,V3} edados v = (a,b,c),
P(X1,Y¥1.27) € Q(X»,Y5,2Z5), temos as seguintes propriedades:

®
1. QP=(X1 - X2,Y1- ¥Y2,21 - Z3).

2. P+V=A(xy +a,y; +b,z; +0C).

. . +X +Y, Zy+2Z58
3. O ponto médio de PQ é o ponto Mge(lz 2 Y17¥2 27220
é

2 2 g
Prova: 0
1. Para demonstrarmos esta propriedade,
escrevemos 0 Vetor S)P como combinagdo Q
linear dos vetores CC;>Q e CC;)P, ou sgja, P

® ® ®
QP=- OQ+OP=(-X2,-Y2,-Z2) +(X1,Y1,21) = (X1 - X2,¥Y1- ¥Y2,21 - Z3)

2. Utilizando a definicdo de soma de um ponto O

®
com um vetor, temos que PA =V. Assm, 0
® ® ®
vetor OA=0P+PA =(x; +a,y;+b,z; +C). A
Logo, A(xq{ +a,y; +b,z; +C). <
go, A(Xy +a,yq 1+0) v A
3. Podemos demonstrar a propriedade 3
® ® ® ® 1@ M
escrevendo OM =0Q + QM =OQ+EQP.
P

® ®
Representando os vetores OQ e QP através de

suas coordenadas, obtemos:

® 1
OM =(X11Y1,21)+§(X1' X2,Y1- Y2.21- Z3). o
Logo, M?<1+X2,Y1+Y2,21+229_

g 2 2 2 4
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Exemplo 2:

Consideremos o0 paralelogramo ABCD, onde A(1,0,2), B(L-12)),

C(0,2-2) . Desgamos determinar as coordenadas dos vetores
® ®

AB e BC, dovérticeD e doponto médio de AB.

Aplicando as propriedades anteriores
temos: D

®
AB=(1-1-1- 0,2- 2)=(0,- 10),

®
BC=(-13-4),

® ® A
D=A+AD=A+BC=(0,3-2) e o ponto
mediode AB é M(L,- 1/2,2).
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CAPITULO II — PRODUTOS

2.1 Produto escalar

Definicdo 1: Dados dois vetores U e V nao
nulos, e escolhido um ponto O qualquer,
podemosescrever: A=0+0 e B=0+V.

Chamamos 4ngulo de u e v a medida do

U
angulo AOB determinado pelas semi-retas
OA e OB. O

U
Indicamos A OB =(u,V), onde O£ (U, V)£ p.

Observemos que se (U, V) =0, os vetores U e V tém mesmo sentido e se
(U, V) =p, estes vetores tém sentidos contrarios.

Definicdo 2: Sgjam U e V vetores ndo nulos. O produto escalar de
i por v, indicado por i xv, éonudmerorea uXxv=|ul||V|cos(u,V).
Se um dos vetores for nulo temos u xv =0.

Exemplo 1

Considerando o quadrado seguinte, cujo lado mede 2u, temos:

® ® ® ® D C
1) ABXBC=|AB| |BC|cos90°=0.

® ® ® ® \/_
2) ABXAC=|AB| |AC|cos45°—22\/_7—4

® ® ® ® A B
3) AB>CD =|AB| |CD |cos180°= - 4.
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Defini¢ao 3: Sgjam U um vetor ndo nulo e v um vetor qualquer.

<l

u
4——

Ovetor Vv seexprime de maneiraunica naforma v=vqi +Vo, 0onde vq €
paraleloat e vV, éortogonal a U.

Chamamos o vetor vy, de
v v projecao de v na direcao de u.
2
4—
u Indicamos proj; Vv = vy .
V1

Interpretacao geométrica do produto escalar

Se Vv é um vetor qualquer e U um vetor unitario, entéo
Vq =projgVv = (Vxu)u. De fato, como Vq//u, temos Vvqi=tu. Basta
mostra que V Xt = t. Paraisso, consideremos 0s casos a seguir:

(1) u Em (1) o angulo q=(0,V) é agudo. Nesse
caso, temost > 0, e dai |vq|=|t]|Uu]|=t.

Por outro lado, como o triamgulo ABC é

retangulo em A, podemos escrever:

t=|V1|=|V|cosq=|V||U]|cosq=Vxu.

Em (2) o angulo g=(u,v) é obtuso. ~
Nesse caso, temos t < O, e da (@ —
|V |=|t]]Uu|=-t. Além disso, o angulo
(U,V)=p- . Considerando entdo o
triangulo retangulo EFG, temos: E

t=-|vi|=-|V|cosq=- |V]||u[cosq=|V]|[T]|cos(p- q)=Vu.
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Se 01|u], temos projgV =proj 4V =(vxu°)u®. Chamamos vxi®, a
u

medida algébrica da projecio de Vv na direcao de u e indicamos
med alg proj; V.

Exemplo 2:
Dadost?! 0, |V|=6 e (u,Vv)=60°, temos que:

med alg projgV =V xu° =|v||u® |cos60°= 611=3.
N 2

Dai, projgV =30° .

Exemplo 3:

Dados &a! 6,|b|=8 e (&, b)=120", temos que
med alg projzb = bxa° =| b|| &° |cos120° = 8 X132 %9:-4
é 2g
Dai, projgb = - 4&°

Propriedades do produto escalar

<
i
I
o
<

i
<
1
o
-~ O
i
>
<

|
<l
<l
<l

)= (

: ).U =
V+W)

(t U).

o H w bdp
c
c
1
=

=

Vv + L.

1
cl

.t
LU
Nas propriedades acima, U, V e W S30 vetores quaisquer, e t € um

nimero redl.

As quatro primeiras propriedades decorrem diretamente da definicdo do
produto escalar. Faremos a seguir a prova da propriedade 5.
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Se um dos vetores for nulo, a
verificagdo é imediata
Consideremos, nafiguraao 0
lado, osvetores U, V e W nédo
nuloseospontosO, A,BeC

tais que:

A=0+Vv,B=A+weC=0+0.
I nicialmente observamos que:
med alg projg (V + W) = med alg projV + med alg proj W .
Ousga, (V+w).0° = v.O°+wW.U°.

Dai, (V+W).(|0|T°) = v.(|T[0°) + W.(|a|a°).

Pelapropriedade 1, temos: G.(V+W) = 0.V + O.W.

Expresséo cartesiana do produto escalar

—

Fixada uma base ortonormal { i, j,k} e dados os vetores Ui =(x1,y1,21) €
V=(X2,Y2,Z2) , temos

UV = (Xq +y1] +29K) . (X1 +yo] +22K) =
= (XX )0 X + (XY 2)T X] +(X1Z2)1 XK + (Y1X2) ] Xi +(y1Y2)] X] + (y122)] XK +
+(21x)k X0+ (21y2)k X] + (2122)k XK

—

Como{ i, j,k} éumabase ortonormal, seus vetores satisfazem as relacoes:

ixj=k=kx =0 e ixi=]xj=kxk=1.
Assim, aexpressdo acimasereduz a

UXv=x1Xp +y1y2 +212
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Observamos entdo que:

1) |uffP=0xa=x," +y,° +2°. Dd, |ﬁ|:\/X12+Y12+112
2) UrVvU 0XV=x1Xp +Y1Yo +27Z2> =0, ousga,

i vU x3xp +y1yz +2123 =0

Daqui em diante, o sistema considerado sera o ortonormal, exceto quando
se explicitar o contrario.

Exemplo 4:

Dados osvetores t=(1,2,2) e v=(2,0,2), temos.

1) uxw=2+0+4=6.

2) [UEV1+4+4=49=3

.0 _1 aa 2 20
hu=—==(122)=¢=,—,—=

TR LDl Pt
4) cos(u, V) = uy 6 '2, logo, (U,V)=45°.

|U||v] 3242 2

5 u”w, sendo w=(0,2,-2), pois U>xw =0.

ORI - | A 2206 2 26

6) projz Vv =(vxu°)u° = 42,02) xc=,—,—=C—,—,— ==

) projaV = (v>2r) & )%333 3'3'3g
a8 226 a2 4 46
—ZQ_,_,_T—Q_,_,_T
e3 3 3g é3 3 3g

7) medagprojgVv=2.



Cossenos diretores de um vetor
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Fixada uma base ortonormal { i, j,k}, chamamos cossenos diretores de
um vetor v?! 6, 0S cossenos dos angulos que Vv forma com os vetores

desta base.

Considerando V=(x,y,2), a=(v,i), b=(v,]), e g=(v,k), temos:

—

Uxi X VX] _y vk z
cosa=——_—=—, COsh=——=-=—"- e Ccosg=——=—.
vl (V] VIl (V] [vik] VI
oV ] _
Como V°:ﬁ, seguedai que, v°=(cosa,cosb,cosQ).
Y
Dai, cos2a+cos2b+coszg=1.

Chamamos a, b e g angulo diretores de v.

Exemplo 5:

Dados  cos(V,i)=cosa = % ,cos(V, ) =cosb=0,(V,k) obtuso

|V|=5, temos:
1) coszgzl- cos® a - cos®b=1- % O:% . Logo, cosg=- g
0 a5/ 0
2 v=v|we =52 0. \/Ei: 2 0- ﬂ:
2 2 5 2 2 5

e
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2.2 Produto Vetorial

Para definirmos o produto vetorial entre
dois vetores é indispensavel distinguirmos
O que sa0 bases positivas e bases
negativas. Para isso, consideremos uma
base do espago {Vq,V,,V3} e um
observador. Este observador deve estar com

oS pés em um plano que contém
representantes de Vv, eV, (0os dois

primeiros vetores da base), de modo que
V3(o terceiro vetor da base), esteja dirigido

para 0os seus olhos. Neste plano, sgjam
® ®

OA =V, e OB=Vy.
Consideremos agora, a rotagdo de menor angulo em torno de O, que torna o
vetor vq( o primeiro vetor da base)

com mesmo sentido do vetor Vo( O

segundo vetor da base). Se esta
rotacéo for no sentido contrario ao dos
ponteiros de um relogio, dizemos que
a base € positiva. Caso contrario,
dizemos que a base é negativa.
Assim, a base {V41,V5,V3}, ilustrada
ao lado, é positiva.
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Chamamos atencéo especial do leitor para o fato de que nem sempre o
observador estd no mesmo semi-espaco que nés. Conseguentemente, o
sentido da rotacdo que ele vera é contrario ao que nods vemos. Para ilustrar
este fato, desenhe em uma folha de papel dois vetores LI com a mesma
origem e considere uma rotacdo que torna um deles com mesmo sentido do
outro. A folha de papel pode ser considerada com um plano, assim, a folha
de papel divide o espaco em dois semi-espacos. Observemos entéo gque, em
um desses semi-espagos vemos esta rotagdo com um sentido. Se mudarmos
de semi-espaco vemos esta rotacdo com um sentido contrario ao anterior.

A oObservacdo anterior €é atil  na

identificagdo de bases positivas e V2 \
negativas, quando o observador ndo esta no
mesmo semi-espago que nés. Por exemplo, \2)

i} VX

ao analizarmos abase {V,,Vq,- V3} vemos {

a rotacdo no sentido horario, porém o
observador, por estar no Ssemi-espaco
distinto do qual nos encontramos, vé esta
rotacdo no sentido anti-horario e portanto
esta base é positiva.

Exemplos

Consideremos o sistema {O, i, j,k} representado a seguir, temos que:
1. Asbases{i, j,k}, {j.k,i} e {k,i, ]} A

s30 positivas. '

S40 negativas.
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—

Definicdo: Sgjam U e V vetores ndo colineares. O produto vetorial de
i por v,indicado " v, éum vetor, tal que:
1. |a” v|=[u]|v]sen(®,v);
2. A direcdo de U~ v € ortogona a um plano que contém representantes
dosvetores U e Vv,
3. Abase{u,v,u” vV} épositiva
Se U e vV sdo colinearesentdo U~ vV =0.

Exemplo 2

Sgam U eV vetores com representantes no plano a, onde

|U|=2, |V|=+/3 e (O,V) = 30° Temos: A
ua" v

U’ V|:|u||\7|sen300:2xﬁ,>%:ﬁ

<l

e 300

<l

<l
cl

U|:|V||U|sen30°:\/§xz>°%:x/§

\4

Assm, |U” V|=|v " U] , mas U" VeV U Sdo vetores opostos, como
ilustraafigura

Exemplo 3

Dada a base ortonormal positiva{i, j,k} , temos:
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Interpretacio geométrica do produto vetorial

Consideremos o paralelogramo ABCD, abaixo.

C

Sabemos que a &ea S desse

paralelogramo é:

S = base ~ dtura ou sga
®

S=|AB|*.

Do tridngulo AMD, temos:

®
h=|AD|>senq.

® ® ® ] ®
Dai segueque, |S=|AB|§AD|senq=AB” AD]|.

Observamos também que a&rea T do tridngulo ABD é&:

®, ®
1 _|AB AD|

2

Exemplo 4:

Consideremos o paralelogramo a0 lado, onde A(11,0), B(01,2)eC(4,1,0) ,
temos:

® ®
|AB|=|(- 10,2)|=v/5 e |AD|=|(4,0,- 2)|= 2V/5 D C
® ® ® ®
_ ABXAD _ 8 _ 4
cos(AB,AD)_W_-____
|AB| 4 AD|

sen(AB AD) - h- 18 _\/7
25 A B

Segue dai que a area S do paralelogramo ABCD &

=\/§>Q\/§xg=6u.a_
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Propriedades do produto vetorial

1.0 v=-(v" u).
2. (tv)" u=v’ (to)=t(v" u)
3.0 (v+w)=u" v+u w.

Nas propriedades acima, U,V e W S80 vetores quaisquer e t um nUmero
real. As propriedades 1 e 2 decorrem diretamente da defini¢éo de produto
vetorial, e aprovada propriedade 3 serafeita no paragrafo seguinte.

Expressao cartesiana do produto vetorial

Fixada uma base ortonormal positiva {i, j,k} e dados os vetores
U=(X1,Y1,21) € V=(X2,Y2,Z5), temos:

—

U7 V=(Xqi +Y1] +20K)" (Xol +yo] +25K) =
=(XX) 17 T+ (Xqy2) i7 J+(XqZp) i k+
+(y1x2)] T+ (yay2)l T+ (y1zp) | k+

+(zx2) K™ T+ (z9y2) K™ ] +(z122) K K.

Podemos entdo escrever:

—

U° V=(y1Zp - 21Y2) i + (Z3X2 - X1Z) [+ (X1Y2 - Y1X2) k.

A expressao acima pode ser dada sob a forma de um determinante
“simbdlico”:
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Exemplo 5

Dados osvetores t=(1,2,3), v=(3,1,2) e w=(2,4,6), temos:

1) =(4-3)i-(2-9)]+(1- 6)k,

<l

<

I
w = -
PN —
N W X

Dai, U" v=(17,5).

i j ok
2) U Ww=[1 2 3=(12-12)i +(6- 6) j+(4- 4)k.
2 4 6

Dai, U W =(0,0,0) =0.

Exemplo 6

Consideremos, nafigura a seguir, os paralelogramos ABCD e ABC'C.

Se S e S sdo as areas dos paralelogramos ABCD e ABCC,
respectivamente. Temos:
® ® ® ®
S=|AB" AD| e SC¢=AB AC|
Como

® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ®
|AB° AC|=|AB” (AB+BC)|=|AB" AB+AB” BC|=|6+AB AD|=|AB AD],

® ® ® ®
podemos concluir que: S=|AB" AD|=|AB" AC|=SC



Considerando T a &reado tridngulo ABC temos:

® ® ® ® ® ®
T _|AB” AC| _|AB” BC|_|AC” BC|

2 2 2

Exemplo 7:

Considerando S a area o retangulo ao lado, onde

® D C
A(1,0,2),C(- 233) e AB°=(- 1,0,0)
temos:
® ® ® A
S=|AB" AC| e AC=(- 33]).
® ® ® ®
Como AB” BC, temos que AB=proje AC=(- 30,0).
AB°

Dai S=|(- 331)" (- 30,0)|=(0-3,9)|=+9+81=3/10.

2.3 Produto Misto
Definicao: Sggam U,V e W vetores quaisquer. O produto misto
vetores u,v e w, indicado por J[u,v, w], € 0 numero
[U,V, W]=(" V)xw.
Exemplo 1:
Dados os vetores t1 =(1,0,2),v=(- 11,3) e w =(0,3,-2) , temos:
[U,v, W] =[(1,0,2)" (- 11,3)] 0,3-2) =(-2,-51) x0,3-2) =- 17

[v,0, W] =[(- 1,1,3)" (10,2)] X0,3- 2) = (2,5,- 1) X0,3- 2) =17.

32

dos
real
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Interpretacao geométrica do produto misto

Seja 0 paraelepipedo de arestas AB,
AD e AE. Sabemos que o volume V
desse paral el epipedo &

V =areadabase” atura.

Considerando a adtura h desse
paralelepipedo, em relacdo a base
ABCD e aplicando NOSS0S

conhecimentos do cdaculo vetorial
® ®
podemos escrever: V =|AB” AD|h.

Por outro lado, essa altura pode ser calculada como o médulo da projecéo
® ® ®
do vetor AE na direcdo do vetor AB” AD, pois a direcdo deste vetor €

ortogonal ao plano ABC. Assim podemos escrever:

® ® ® ® ® ®
h=|proj @ ® AE|=|AEXAB” AD)°|=||AE|cosq|=|AE||cosq],
(AB” AD)
® ® ®

onde g é o angulo entre os vetores AE e AB” AD.
® ® ® ® ® ® ® ® ®
Dai, V =|AB” AD||AE||cosq|=|(AB" AD)*AE|= |[AB,AD,AE]|, ou

Seja,

® ® ®
V =|[AB,AD,AE]|

Consideremos agora o tetraedro de
arestas AB, AD e AE. S§a Vr 0
volume desse tetraedro, assim,

Vi = % areadabase” altura.

Considerando a base ABD desse
tetraedro, observemos que a altura
relativa a essa base coincide com a
altura do paral el epipedo anterior.
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Dai podemos escrever:

11 © 1 ® ® ®
V-|-——|—(AB AD)||AE||Cosq|——|(AB AD)XAE|——|[AB AD, AE]|

Exemplo 2:

Consideremos o paraelepipedo de arestas OA, OB e OC, onde

® ® ®
OA=(10,2), OB=(113 e O0OC=(210). O volume V deste
paral el epipedo pode ser calculado como:

® ® ®
V =|[OA, OB, OC]|—|(OA OB)XOC|—|( 2,-1-1)%x(210)|=5u.v.

E aalturado mesmo em relacéo a base OABD sera:

: © 2 /6 6 J60 &F
h=[proj e e OC|=[(210) >‘§ - — - ——I|=
OA OB 3 65 6
A
Observaciao: Consideremos uma base v, ¥,

{V1,V2,V3} do espaco. Pela definicdo do
produto vetoria a base {V,,V,,V; " V,}
é positiva. Assm, se V3 estiver no
mesmo semi-espago que Vq  V,, em
relacio a um planho que contiver
representantes de Vv;ev,, a base
{V1,V2,V3} serdtambém positiva, jaque
0 observador ndo muda de posicdo. Caso
contr&rio a base {Vvq,Vy,V3} sera

/- ﬂ?

Podemos verificar se V5 esta, ou ndo, N0 Mesmo semi-espago que V4~ Vo,
em relagdo a um plano que contiver representantes de v, ev,, através do
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angulo entre estes vetores. Ou sgja, se este angulo for agudo, entdo v esta
NO MesMo Semi-espago que vV, ~ Vo, caso contrario, néo.
Por outro lado, para determinarmos se o angulo entre dois vetores € agudo

ou obtuso, basta calcularmos o produto escalar entre eles. Assim,
(v, V,)xv3 >0, temos que o angulo entre estes vetores é agudo, 1ogo a

base {V1,V2,V3} serapositiva, caso contrario, a base sera negativa
Podemos ent&o concluir que uma base {Vq,V,,V3} € positiva se o produto
misto [Vq,V5,V3] >0 eseranegativase [Vq,V5,V3] <O.

Propriedades do produto misto

1.[0,v,w]=0 U 0,V e W sdo coplanares.

Nas propriedades acima, U,V e W s80 vetores quaisquer, e t € um numero
real. Faremos a seguir suas provas.

1.“P” Se[u,v,w]=0, entdo o volume do paralelepipedo cujas arestas sdo
representantes de U,V e w, é zero. Assim, esse paralelepipedo é
degenerado, e portanto, U,V e W s&o coplanares.

“U” Eimediata.

2. Temos que |[4,v,w]|=|[v,w,T]|=|[w,U’,V,]|, como volume de um
mesmo paralelepipedo. Se U,V e w sdo L D, entdo

1
—
<l
e

[T, v, w]|=|[v,w, ] |=|[w,T,V,][=0
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Se i,vew sdo L I, entdo as bases {u,v,w}{v,w,d} e{w,u,v}
pertencem a mesma classe. Logo,

[U,v,W]=[V,w,U] =[wW,T,V,]

Nas provas das propriedades seguintes, usaremos as propriedades dos
produtos escalar e vetorial javistas.

3.[0,9,W] = (U V)W =-(V" U)xW%=-[(V" 0)>W]=-[V,0wW]

N

Usaremos agora as propriedades acima para demonstrar a distributividade
do produto vetorial em relacdo a adicdo de vetores, ou sgja:

’

Mostraremosque: G~ (V+w)- (" V) - (4" W) =0.

— s

Considerando a=u" (v+w)- (0" v)- (0" W), temos:

Portanto a=0.

5. [l_jl"'l_jz,\_],\TV] ={(D1+Uz), V}M_NZ{Dl’ \7+U2' \7}X\_/\72
=(Gy" V)W + Ty V)W =[Ty,V, W] + (U, V, W]

—

6.[tT,V, W] = (t T V)>xW = (T~ tV)xw =[T,tV,W].

Analogamente podemos obter as outras igualdades.
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Expressao cartesiana do produto misto

Fixada uma base ortornomal positiva {i, j,k} e dados os vetores
U=(X1,Y1,21), V=(X2,Y2,Z2) € W=(X3,Y3,23), temos:
[U,V,W]=(U" V) xwW
= (Y122 - Z1Y2, Z1X2 - X1Z3, X1Y2 - Y1X2) X(X3,Y3,Z3)
= (Y122 - Z1Y2) X3 +(Z1X2 - X1Z2) Y3 +(X1Y2 - Y1X2) Z3
Assim, podemos escrever:
[0, V, W] = (y1Z2 - Z1Y2) X3 +(21X2 - X1Z2) Y3 + (X1Y2 - Y1X2) Z3.

A expressao acima pode ser dada sob a forma do determinante;

X1 Y1 721
[0, V,W]=|X2 Yo Zo
X3 Y3 Z3

Exemplo 3:

Do tetraedro de arestas OA, OB, e OC, sabemos que:

® ® ®

OA =(x,3,4), OB =(0,4,2) e OC=(1,3,2).
Calcule o valor de x, para gue o volume desse
tetraedro sgjaigual a2 u. v.

Sabemos gque o volume V+ do tetraedro é dado
por:

1 ® ® ®
Vr =<[0A,08,0C]|
Assim,
X 3
vT:é|o 4 2|:%|2x-10|.
13 2

ComoV:=2u.v, temos: %|2x-10|:2.

Logo,x=11 ou x=-1.



Exercicios
Sequénciall

1. Consderando o prisma abaixo, cuja base é um hexagono regular,
classifiqgue em verdadeira ou falsa, as sentencas abaixo, justificando cada
resposta.
® ®
a)GA- DI e L.D.
® ® ®
b)HI,IC, 1B séo L.I.
® ® ®
c)GM, MF, FE sdo L.l.
® ® ® ®
d)BC+CIl+IB e MFsdo L.D.

® ® ®
e)AH,ED e MF sdo L.D.

® ®
f)GM e 2AH sdo coplanares.

® ® ®
g)FA,FE e FM sio L.

® ® ® ®
h) FM pode ser escrito como combinagéo linear de FA, FE e GM.

® ®
1)MG pode ser escrito como combinacéo linear de GH.

®

))F=E+LM

® ®
)FA° =(2J)°

® ® ® ®
m) FE® + (2ML)° = (FE+ 2ML)°

Nos exerciciosde 2 a 5, considere osvetores 0 =2i - | + 2k,
V=5i +5j- 2k e W=3i +6j.

2. Verifique se os vetores séo L.D. em cada item abaixo:
au b)u e v C)0 dioeo et e (4,-24)

NG,V ew 9 UV, (123 e (214 ha,v e(740).



3. Determine:
a 2u- v+ 3w.

®
b) as coordenadas do ponto B, onde A =(1,0,-2) e AB =0.
C) ascoordenadas do ponto M, onde M € ponto médio do segmento AB,
do item(b).

4. Escreva se possivel:

a) U como combinagdo linear de a=(4,- 2,4).

b) U como combinagdo linear de 0.

C) 6 como combinac&o linear de U.

d) v como combinagdo linear de U .

€) U como combinacdo linear de v e a=(4,-2,4).
f) v.como combinacdo linear de G e a=(4,-2,4).
g) V como combinacdo linear de U e W .

5. Determine:
a UXV e Uxw b) || eU° c) (4,v) e (U,w)
d) Um vetor ndo nulo ortogonal a v.
€) A projecdode U nadirecode V.
f) A projecdo de U nadirecéo de w.
g) A medida algébrica da projecéo de v nadirecdo de U.
h)Oversorde b,ondeb // .
1) Um vetor paralelo a i e de médulo 9.
]) Ovetor ¢, sabendo que seus angulos diretores sdo agudos, onde
a=60° b=45° e |C|=|W].
) v' W
m) Um vetor unitério ortogonal aos vetoresu e V.
n) Umabase ortonormal {€;,€é,,&3},onde &, //U.

0) Uma base positiva {f1,f,,f3}, onde f; = v.
p)Ovetor d,talqued” G=0 e dxv=-2.

® ®
g) A &eadotriangulo ABC, onde AB=0 e AC=V.
n [o,v,k]
s) O volume do paralelepipedo de arestas AB, AC e AD, onde
® ® ®

AB=uUAC=v e AD=w.



Sequéncia l |

1. Sabendo que A(0,00), B(2,1,-2) e C(0,05 sdo vertices de um
triangulo, determine um vetor que tem a direcdo da bissetriz do angulo

U
interno BAC.

2. Determine a resultante das forgas em cada item a seguir:

a)I:F1I=80kgf
|fz|:150k9f A
| F3 | =180 kgf y
P
300
o X>
_Iil 45
1 R/
b) |F |=120kgf A
| F, | =100kgf y
| F3 | =120kgf
L,
R 30°
— < 1 i
v

3. Exiba, se possivel, os exemplos abaixo. Se impossivel explique porque.
ad) Uma base do espaco que contenha os vetores (1- 2,3) e (- 2,4,6) .
b) TrésvetoresL.l. que ndo formem uma base do espago.
c) Um vetor ndo nulo, paralelo a U = (1,0,2) eortogona a w = (- 1,2,3).
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®
4. Do cubo ao lado, sabemos que: A(210),B(2,40) e AD°=(0,01).

Determine as coordenadas:

®
a) dovetor AC;

b) do ponto E;
® ® 1®
c) do vetor AL, sabendo que FL = - §EF.

i® ® @
d) do vetor CG em relacéo abase | AB,AC, AEy

i P

5. De um losango ABCD sabemos que A(1,0,2), B(2,- 1,2) eadiagond AC
€ pardela ao vetor U =(- 1,2,2). Determine as coordenadas dos outros

vértices.
6. Sabendoque|U|=2,|W|=4 e (U,w) =60°, cacule:
a|u+w| b) |projy U | C) UXU+W)

7. Determine o vetor v sabendo que | V|=+/3 e que seus angulos diretores
S0 agudos e congruentes.

8. De um trigdnguo ABC, sabemos que A(10,2), B(3Ll) e
® @2 20

AC®° :ﬁ,o — 1. Determine a atura do tridngulo ABC em relacéo a
2 2 5
base AC.
® ®
9. De um trigngulo ABC, sabemos que |AB|=2,|AC|=3 e
® ®

AB xAC = 3./3. Determine a drea deste triangul o.

10. Sgam AB, AD, e AE arestas de um paralel epipedo retangulo de volume

®
12 u.v. Sabemos que A(0,0,0), C(4,1,0) eAB°—§/2— 42—0
a

Determine: a) A areado base ABCD.
b) As coordenadas do vértice E.
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11. Do paralelepipedo retangulo ao lado, temos:
® :
a) A(210),C(320) e |BE|=3 . T E
® .
b) Dois dos angulos diretores de AB séo :
a=g=45°. D: ... C
Determine o volume deste paral el epipedo.

12. De um tetraedro ABCD sabemos que:
®
8 A(4,0,3),B(-84,),D(3,- 1,0) e |[AC|=2/2.
®
b) Oséangulosdiretoresde AC sao a = g=45°.

Determine o volume deste tetraedro.

® ® ®
13. Dados os vetores OA=(Ly,2), OB=(2,0,1) e OC=(0,3,1),
determine o valor de y para que a atura do tetraedro OABC, em relacéo a

base OBC, sgaigua a% u. C.

14. De um paraelepipedo de base ABCD sabemos que:
a AW0,1,1), B(2,0,1) e C(-1,1,0);

®
b) Oséangulosdiretoresde AEsd0 agudose a =60° e b = 45°.

Determine as coordenadas de vértice E, para que o volume deste
paralelepipedo sgjaigual a 44/2 u.v.

15. De um tetraedro ABCD, sabemos que:

® ®
a) A(0,00), D(151; t1 IR e ABXxAC=8;
® ® a ﬁ 0

b) AB°=(1,0,0) e AC°=
) AB°=(100) e AC"=£7, 7,
c) o tridngulo ABC é equilétero.

Determine as coordenadas do vértice D paraque o volume deste tetraedro

" 83
sgaigua a = TAVA
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CAPITULO | —-EQUACOESDA RETA

1.1 Equacéao vetorial

Um dos axiomas da geometria euclidiana diz que dois pontos distintos
determinam umareta. Sejar areta determinada pelos pontos P, e P..

® ®
Um ponto P pertence aretar se, e somente se, os vetores PP e PP,
®
sdo colineares. Como P, e P, sdo distintos, o vetor PP, € ndo nulo,
- ® ® -

entdo existe um escalar | tal que PP=1 P,P,. Assm, P pertence ar se,

® -
esomentese, P=P, +| PP,; | | IR. Podemos ent&o concluir que todo
ponto daretar satisfaz a equacao:

®
X=P +I PP,; Il IR,

gue é chamada de equacao vetorial daretar.

Observemos que o fundamental na determinacdo da equacao vetorial de
umareta, € conhecermos um ponto desta reta e um vetor ( ndo nulo ) na
sua direcéo. Um vetor na direcdo da reta r € chamado vetor direcdo da
retar, e indicado por v,.
P, r:X=Py+hvy; hl IR
Assm, cada escalar h determina um Unico

' ponto P pertencente a r e, reciprocamente,

— para cada ponto de r, existe um Unico valor
real htal que P=P, +hv,.



1.2 EquacOes parameétricas e simétricas

Fixado um sistema de coordenadas, sgam P, (Xq,Yq.20) €V, =(a,b,C) .
A equacdo vetoria daretar, determinadapor Py ev, &

r:(x,¥,2) =(Xq,Yo,2Zo) +h(ab,c); h IR,

i1 X=Xgo tha
que equivale aosistema r:fy =y, +hb :hi IR @®
lz=z,+hc

As equagdes acima sdo chamadas de equacdes paramétricas daretar.
Se abc! 0, eliminando o parémetro h do sistema ©, obtemos

:X' Xo _Y-Yo_2-72 0
a b C

r

Estas equactes séo denominadas equacdes simétricas daretar.
As equacdes em @, poderiam ser obtidas observando o paralelismo que

deve existir entre os vetores:

®
P,P=(X- Xg,¥- Yo.2- Z,) €V, =(ab,c), abct O.

Exemplos

1. Determine uma equacao daretar que:
a) passapelospontos P(3-11) e P»(212);

b) passa pelo ponto P(4,1,0) e contém representantes do vetor
u=(26,-2).

Solucéo:
a) Como P, e P, sdo distintos, determinam uma reta de equacdo vetorial

®
X =P, +hPP,;hl IR, ist0 & r:(x,y,2) =(3,- L) +h (- 1,2,1);hl R.



b) r:x- 4:%1: ( equacdes simétricas dareta).

Zz
-1
2. Verifigue se o ponto P(- 1,0,2) pertence asretas.

a r:(x,y,2=(-7-3-7)+h(213);hl IR

i1Xx=-3+h
b) s:ty=-1+h:hi IR
1z=2n
C) t:X_H':X:Z-_LI'
2 3 2
Solucéo:

a) Pl r se, esomente, existe h, T IR tal que:
(-10,2) =(-7,-3-7) + h, (2.1,3).

Ou sgja, (6,3,9) = hy(213). E facil verificar que h, = 3 torna a igualdade
acima verdadeira, logo PT r.

1-1=-3-hg
b) P1 s se, e somente, existe h, T IR td que.l 0=-1+h,
1 2=2h,

0 gue é impossivel, pois, da primeiraequacéo temosh, = - 2 eda
segunda h, = 1. Logo, Pl s.

- -1+ -
c) Pl t se, e somente, L 1=g:£' .Como 01! -1 temos que
Pl t.

: X-1 y+2 : ~
3.5ga r:——="——=1z. Determine uma equacdo de r nas formas

2 4
vetoria e paramétrica.



Solucéo:

Das equagOes simétricas de r temos v, =(2,4,1) e P(1- 20) € um ponto
daretar. Assm, (x,y,2)=(1,-20)+h(241); h1 IR e

ix=1+2h

|ly=— 2+4h:h1 IR , S350 equacbes da reta r nas formas vetorial e
%z:h

parameétrica, respectivamente.

CAPITULO Il - EQUACOES DO PLANO

2.1 Equacéo Vetorial

Um dos axiomas da Geometria Espacia nos diz que trés pontos ndo
colineares determinam um plano. Consideremos entdo p o plano

determinado pelos pontos A, B e C. Desgjamos encontrar uma condicdo
necessaria e suficiente para que um ponto X pertenca ao plano p.
Observemos entéo que, como A, B e C sdo ndo colineares, 0s vetores
® ®

BA e AC sdo linearmente independentes com representantes em p.

®
Portanto, um ponto X pertence ao plano p se, e somente se, o vetor XB é
® ®
coplanar com os vetores BA e AC.

Assim, existem escalarest e h

D _ ® ® ®
C p taisque XB =tBA+hAC.

Dai, um ponto X pertence ao
A B X plano p se, e somente s,

® ® A
X=B+tBA+hAC; t, hl IR.

Esta equacéo é chamada de equacéo vetorial do plano p.



2.2

Observemos que o fundamental na determinagdo da equacéo de um plano
€ conhecermos um ponto deste plano e dois vetores linearmente
independentes, com representantes no mesmo. Um vetor com
representante em um plano é dito paralelo ao plano.

Assm, uma equacdo vetorial de um plano a paradelo aos vetores LI
U evVequepassapor P, é:

- . = —a
X =P, +t0+hv; t,hi IR. //Uv ] \/
Fo

Observemos ainda gque para cada ponto X do plano, existe um Unico par
ordenado ( t, h) satisfazendo a esta equacdo e reciprocamente.

Equactes Paramétricas

Fixemos um sistema de coordenadas do espago. Sgam t =(ay,by,c,),
v=(a,,b,,c,) vetores linearmente independentes paralelos ao plano a e
P.(x,,Y,.Z,) Um ponto de a . Assim, uma equagio vetoria do plano a
pode ser escrita como:

(x.y.2)=(Xo.Y0:25) + tlag.by, ¢ )+ h(ag,by.c,) £, hT IR,
A equacéo acima equivale ao sistema:

I X=X, +agt +ayh
%y=y0 +bt+b,h; t,h IR,
}z:z0 +cit+c,h
As equacdes deste sistema sdo chamadas equacles paramétricas do

planoa .

Exemplos

1. Dé uma equacdo vetoriad do plano determinado pelos pontos
A=(110,B=(-121) eC=(32)).



Solucéo:
® ®
Como os vetores AB=(-211) e CA=(-2-1-1) sbo linearmente

independentes, os pontos A, B e C ndo sdo colineares, logo determinam
um unico plano. Uma equacéo vetorial do plano ABC é:

(x,y,2)=(110) +t(-211) +h(211) ; t,hi IR
€ as equagbes paramétricas do plano paralelo aos vetores
=(-121), v=(1,0,3) eque passapelo ponto P=(2,4,-1).
Solucéo:

Como os vetores U e V sdo linearmente independentes entéo P, G e v
determinam um plano de equacdes paramétricas.

iX=2-t+h
ty=4+2t ;L hlIR
lz=-1+t+3h

3. Dé uma equacdo vetoria do plano b, dado a seguir;

ix=1+2h-t
b:ly=-2+h+3 ; thi IR
1z=3+5h

Solucéao:

Das equacdes paramétricas de b temos que P = (1,- 2,3) é um ponto de b
e os vetores U=(215) e v=(-130) sdo linearmente independentes
com representantes em b. Assim, uma equacao vetorial de b é dada por ;

b: (x,y,2) =(1-2,3) +t(215) + h(-1,30) ; t,hT IR.

4. Determine as equacdes paramétricas do plano a paralelo ao vetor
U=(512) equepassapelospontos A =(3-11) e B=(2-10).



2.3

Solucéo:
®
Observemos que os vetores U =(51,2) e AB =(- 1,0,- 1) sdo linearmente

independentes com representantes no plano a . Assm, as equagbes
paramétricas de a s&o:

iXx=3+5h-t
a:.ly:—1+h -t hi IR.
1z=1+2h-t

Equacéo Geral

Sga a o plano determinado pelo ponto U/V m a
P(xo.Y0.25) € pelos vetores T e V. —X

Lembremos gque um ponto X(X, Y, 2)

®
pertencea a se, somente se, os vetores PX, U e V sd0 coplanares.

® ®
Assm, [PX,0,v]=0, ou sga (U V), X=0 . Consderando
0" v=(aDb,c), podemos escrever:

(ab,c)Xx- X5,¥-¥Yy.2-2,)=0,
ou equivalentemente,

ax+by+cz+d=0 , ©)

onde d=-(ax, +byy +czy). A equagio @ ¢ chamada de equagio
geral do planoa.
Dizemos que um vetor nd nulo €
Tﬁa normal a um plano se, somente se, é
ortogonal a todos os vetores gue
\74> rl possuem representantes neste plano. E
4 5 Poe usua indicarmos um vetor norma ao
plano a por n .
Observemos que os coeficientes a, b e ¢ daequagdo geral do plano a
correspondem as coordenadas de um vetor normal a este plano.




Exemplos

1. Determine uma equacdo geral do plano a que passa pelo ponto
P=(3,-12) e épaaeoaosvetores u=(-112) e v=(1,- 1,0).

Solucéo 1.

Como U e V sdo LI e tém representantes em a, podemos considerar iy
paralelo a0 produto vetorial T V =(2,2,0). Considerando i, =(2,2,0),
uma equacéo gera do plano a tem aforma 2x+2y+d=0 , para um

certo vaor real de d. Como o ponto P pertence ao plano a suas
coordenadas  satisfazem a esta eguagdo, assSim  temos
23+2(-)+0.2+d=0, dai, d=-4 . Logo, 2x+2y- 4=0 é uma

equacao do planoa.

Solucéo 2: q
Sgan a =(1,1,0) e X um ponto genérico de a.

Entéo, P X, =0, ou equivaentemente, / \X /

(x- 3y+1z- 2){1,1,0)=

Dai, uma equacdo geral do planoa é x+y- 2=0.

2. Determine um vetor normal ao plano a nos seguintes casos:
a a:X=(10D+t(2-13)+h(@10); t,hl IR.

IX=2+3t
b) a:%y:1+2t— h: t,hl IR.
lz=-t+2n

c)a:2x-3y+z-1=0
Solucéo :
8 Mgy =(2-13 " (110)=(-333)
b) iy =(3.2-1)" (0,-1,2) =(3-6,-3)

C) fiy = (2-31)



CAPITULO Il - POSICOESRELATIVASDE DOIS
PLANOS

No espaco IR®, dois planos a e b s3o paralelos ou concorrentes. Se 0s
planosa eb sdo paralel os temos:

Paralelosdistintos: a C b =f Paralelos coincidentes: a © b

o]
Ay g?b' / i Li* ay

Observemos que dois planos sdo paralelos se, somente se, seus vetores
normais sio paralelos. Consideremos a :ayx +byy +ciz+dy =0 e

b:aosx +boy+coz+dy=0. Temos que a e b sdo paraelos se
somente se, existe um real k tal que:

1a) = kao
{ by = kb,
ey =ke,

Se os planos a e b sGo paraleos e, dém disso, possuem um ponto em
comum, entéo eles sdo coincidentes. Suponhamos que P(x1, Y1,21) Sga
esse ponto comum. Assim, as coordenadas de P satisfazem as equactes
dea eb:

jajxq + by +¢1z9 +dy =0
| .
fagXq +boyg +Crz1 +dy =0

Ou equivalentemente,
i, ka2x1 + kayl + kC221 + dl =0

|
fagX1 +boyy +Crzq +dp =0

Da|,, dl = k(- asX1 - b2y1 - 0221). LOgO, dl = kd2



Se os vetores normais dos planos a e b néo
s80 paralelos, entdo estes planos sdo
concorrentes. Neste caso, eles se interceptam Ng A
segundo uma reta r. Assm, um ponto
P(X,y,z) pertence a reta r se, somente se,

suas coordenadas satisfazem ap sistema:

japx +byy+ciz+dy =0
|
’|‘32X+b2y+C22+d2 =0

Este sistema é denominado equacdo geral daretar.

Observemos que um vetor diregéo da reta r v, possui representantes
nosplanosa eb. Dai, v, éortogonal a n, eortogona a Ny . Podemos
concluir entdo que v, € paralelo ao vetor Ny ~ fy,.

pd 5
Se os vetores n, en, SO ortogonais Tﬁb ——ap
dizemos que os planos a e b o
perpendiculares. Assim, dois planos sdo b /
perpendiculares se, somente se, N, xnp =0.

a

e

Exemplos
1. Estude a posicéo relativa dos planos:
a a:2xX+y-z+1=0 e b:4x+2y-2z+2=0.

b) a: X =(101)+t(213)+h(0,01); t,hT IR
e b:2x+y-z+1=0.

c) a: X =(10D)+t(213)+h(0,01); t,h1 IR
1X =4t
e b:ly=1+2t: t,hl IR
',Iz:2+5t- h

10



Solucéo :

a) Observemosque ny =21y, assm, os planos a e b sdo paralelos.
Além disso, temos que dq =2d,. Logo, podemos concluir que a e b
S80 coincidentes.

b) Consideremos 0S vetores ng =(213)" (0,01 =(1,-2,0)
Np =(21,- 7). Como estes vetores ndo sdo paralelos, temos que os
planosa eb sdo concorrentes. Se r é aretaintersecéo dea e b, entéo
aequacdo gerd der pode ser dada pelo sistema:

1x-2y-1=0

r: :
}2x+y— z+1=0

Observemos aindaque N, xnp =0, assm a eb so perpendiculares.

c) Consideremos osvetores iy = (1,- 2,0) e iy, =(-2,4,0). Observemos
que N, =-2Np, dai, os planos a e b sdo paraelos. No entanto,

P=@1,0,1) petence ao planho a e ndo pertence ao plano b.
Consequentemente, a e b sdo estritamente paralel os.

2. Determine umaequagdo do plano b paraldloa a:2x- 6y+4z-1=0
e que passapelo ponto P=(10,-2).

Solucéo :

Como o plano b é paralelo ao plano a, temos que np =k, ,k* 0.
Podemos entéo considerar N =(-2,- 6,4). Assm, podemos escreve:
b:2x- 6y +4z+d=0. Para determinarmos o vaor de d basta

utilizarmos o fato de que o ponto P pertence a b e por isso, satisfaz a sua
equacdo. Dai, 2.1- 6.0+4.(-2+d=0, ou sga, d = 6. Logo, uma
equacdogeralde b é 2x- 6y +4z+6=0.

3. Dados os planos a:2x+4y- z+1=0 e b:- x+2y+z+2=0
determine uma equacao vetoria daretar intersecao dos planosa e b.

1



Solucéo :

E fécil obtermos uma equagdo vetorial de uma reta se conhecemos dois
de seus pontos. Ora, uma equacdo geral da reta r pode ser dada pelo
sistema

12x+4y- z+1=0

r:
%- X+2y+z+2=0

Assim, basta conseguirmos dois pontos cujas coordenadas satisfagcam a
este sistema. Como este sistema € possivel e indeterminado, podemos
conseguir uma solugdo considerando y =0. Ent&o,

i2x-z+1=0
%-x+z+2:O

Dai, x=-3, z=-5 e P(- 3,0,- 5) pertence aretar. De modo anadlogo, se

. . 1
considerarmos x=0 no sistema ©, obteremos y:-E ,z=-1 e

®
Q=(0,- % 1) pertence aretar. Dai, o vetor v, =PQ=(3- %,4) é um

vetor direcdo da reta r e uma equacao vetorial desta reta pode ser dada
pela equacéo:
r: (X1 Y, Z) = (- 3101- 5) +h (31- %14)1 hi R.

Uma outra maneira de determinarmos um vetor direcéo daretar € obtida
quando utilizamos o fato de que este vetor é paralelo ao vetor N, ~ Ny .

Assm, podemos considerar V,=(24,-1)" (-1,21)=(6-18) e
r:(x,v,2) =(-30,-5) +h(6,-1,8); hl IR é uma equacio outra vetorial
der.

4. Dada a reta r:(x,y,2) =(1-20) +h(2,4,1);h1 IR, determine uma
equacdo geral da mesma.
Solucéo :

Devemos determinar as equagdes gerais de dois planos distintos a e b
gue contém aretar.

12



Observemos que se um ponto ndo pertence a uma reta, o plano
determinado por este ponto e esta reta, naturalmente, contém a reta.

Assim, sga a 0 plano determinado pela

reta r e pelo ponto P(0,0,-1). O vetor

normal de a pode ser dado por
®

Ny =V, AP, ondeA €um ponto der.

Entdo, considerando A(1-2,0) temos que n,=(-618 e
a.-6x+y+8z+d=0.

Para determinarmos o0 valor de d, substituimos na equacdo anterior as
cooordenadas de um ponto qualquer de a. Por exemplo, substituindo as
coordenadas do ponto P, obtemos: - 6.0+0+8.(-1)+d=0. Dai, d=8
e a:-6x+y+8z+8=0.

A equacdo gera do plano b é obtida de modo andlogo ao utilizado para
obtencdo da equacdo do plano a. Chamamos porém a atencéo especial
paraaescolha do ponto: agora ele deve ser escolhido fora do planoa.

Considerando o plano b determinado pela reta r e pelo ponto O(0,0,0)
temos que:

®
n, =V,” AO=(-2-18)

e b:-2x-y+8z2+d=0.

Como o plano b passa
pela origem do sistema
de coordenadas temos
qued=0.

Logo, b:-2x- y+8z=0, portanto uma equacdo geral daretar é

r'l_ 6x +y+8z+8=0
1 2x- y+82=0

13



CAPITULO IV - POSICOESRELATIVAS
DE UMA RETA E UM PLANO
E
DE DUASRETAS

4.1 PosicOes relativas de uma reta e um plano
Asposigdesdeumaretar:X =R +tV,, tT IR eum plano p s3o:

R v, r
>

1,
L/

riipU v, xi,=0eRIl p

a rpaddaap
(rilp)

, b) r contidaem p (r1 p)

C) r e p concorrentes

rG p={F})

14



Caso particular:

Exemplos:

1. Determine aintersecéo daretar com o plano p, Nos seguintes casos:

a) r: X=(162+t(1,1,1);tT IR
p:x-2z-3=0

b) r:x-1=y-2=2(z-1
p:X =h(6,21) +t (1,2,1); t,hT IR

IX=t
¢ r:fy=-3+3t:tT IR
lz=-t

p:x+y+2z-1=0

Solucéo:

a Vv, Mp =(111)X10,-1)=0,logo, rCp=rou rCp=f.
Como R(1,6,2) é um ponto der, verificamosque RT p.LogorCp=f.

b) Sendo V, :8‘11%9 e np =(621)" (121) =(0,- 510), temos que
e 29

Vy Xip =0.Logo, rCp=rourCp =f . Como R(1,2,1) é um ponto de
r, verificamosque RT p.Logor 1 p e consequentemente rCp =r.

15



b) De vrxﬁp =(13-1)x11,2) =21 0 concluimos que r e p SO
concorrentes. Sgja r C p ={P} ={(a,b,c)} . Temos entao:

ja=t
() a+b+2c- 1=0. (2) |lb:-3+3t, paraadgum escalart.
lc=-1t

De (1) e (2) obtemost=2 e P(2,3-2).

2. Determine uma equacao da retar que passa pelo ponto A(10,-2) e €
pardelaaosplanosa:2x- y+2=0eb:x+z- 3=0.

Solucéo:

Comor/la erl/lb, temosv, "1, eV, " N,. Sendo n, enp LI,
temosque v, // "y ~ Np. Assm podemos considerar

Vp =Ny " Np =(10)" (2-10)=(1,2-1).
Dai uma equacdo vetorial daretar €

r:X=(10,-2)+t(1,2,-1); tl IR

4.2 PosicOes relativas de duasretas

Se duas retas estdo contidas no mesmo plano dizemos que sdo
coplanar es. Caso contrario sdo denominadas r ever sas.

As retas coplanares podem ser paralelas (distintas ou coincidentes) ou
concorrentes.

16



Resumindo, duasretasr, e r, podem ser:

Coplanares

+ Concorrentes: r; C r, ={P} 5

P
/ r/
¢ Paralelas:
+ Digtintas: ry Cry =f + Coincidentes: ry ° rp
/rQ rl ° r2

Reversas

Estabeleceremos a seguir condi¢cbes para a identificacdo da posicéao
relativa de duas retas.

Considereasretas r:X =R+hv, e s:X =S+tvg; h,tl IR.
®
Se r e ssdo coplanares entéo os vetores RS, v, e V4 S80 coplanares e

® ®
portanto [RSV,,Vg] = 0. Reciprocamente, se [RSV,,Vg] =0 podemos

ter:

I) V¢ // Vg, nessecaso r e s sdo paralelas, logo coplanares.

17



®

i)V, e Vg LI, nesse caso RSV, evg sdo LD. Como v, e Vg SO

®

linearmente independentes, entdo podemos escrever RS  como
combinagdo linear de v, e Vg. Logo, existem escalares h, e t, tais que
S=R+hyV, +toVs. Assim,0oplano b:X =R +hv, +tvg h,tl IR,
contém as retasr e s, que portanto sdo coplanares. Observemos ainda

gue, neste caso as retas S0 concorrentes.

Um caso particular de retas concorrentes

s&0 as retas perpendiculares. Observemos Vg r
gue se duas retas r e s s8o perpendiculares —

entdo v, xVg=0. Ve > D
Exemplos

1. Estude a posi¢éo relativa dos seguintes pares de retas:

i2X-y-2z+2=0 -
a r:j e s:X=(102+h(@-37); hl IR
TX+3y-z+2=0
1x=h 1
b) r:fy=1-h :hi IRes:=——~=Y=7_8
. 2 3
1Z=4+4h
@rtX=02;$+Kﬁm;Z4&;ﬁIRea&iégzy—Zzng
ix=4
d) r:X=(4-30)+h(021: hi IR es:fy=-1- 2t ;ti IR
¥z=3-t

Solucéo:

a Comov,//(2-1-1)" (13-1)=(4L17) e Vvg/l (1,-3,7) temos que as
retas r e S s4o concorrentes ou reversas. Vamos entdo considerar

R(0,0,2) e 1,0,2) pontos der e s, respectivamente. Assm,

18



o 10
[RSV,,Vs]=[4 1 7 |=2810.
1-3

N N O

Portanto, asretasr e s S0 reversas.

c) Como v, // 1-14) e Vg//(-231) temosque asretasr e S S50
concorrentes ou reversas. Vamos entdo considerar R(0,1,4) e §1,0,8)
pontos de r e s, respectivamente.

Asam,

® 1-1 4

[RSV,,Vg]=| 1-1 4|=0.Logoasretasr e s sido concorrentes.
-2 31

c) Como v, //(-10,-2,-18) e v¢// (51,9) temosqueasretasr e SS30
paralelas (distintas ou coincidentes). Além disso, o ponto R(-213)

pertence as retasr e s. Assm, podemos concluir que asretasr e S sao
coincidentes.

d) Como v, //(0,21) e Vg//(0,-2,-1) temosque asretasr e s S50
paralelas (distintas ou coincidentes). Observemos que o ponto R(4,- 3.1
pertence aretar, no entanto ndo pertence aretas, pois o sistema

i 4=4
t-3=-1- 21, nao tem solucao.
1 1=3-t,

Assim, podemos concluir que asretasr e s sdo paralelas distintas.

2. Dé uma equacdo daretar que passa pelo ponto P(- 1,11) e é paralela a
i2x-y+4z+3=0

retas. | :
TX+5y-z+6=0

19



Solucéo:

Sendo r e s retas paralelas podemos considerar v, =vg. Como
ve/l (2,- 1,4)" (1,5,-1) = (- 19,6,11) asequagdes simétricas de s s5o:

X+1_y-1_2z-1

- 19 6 11
IX=4+t
3. Mosreque asretasr:x- 2=-y=z-les:fy=-2-t ti IR
15—
1Z=3

S80 concorrentes e determine o ponto de intersecéo.
Solucéo:

Sgam v, = (1,-11),Vg =(1- 10) e R(2,0,1) e S(4,-2,3) pontosder e
S1

®
respectivamente. Entdo  [V,,Vg,RY = e assim

N
1
N PR
N o B
1l
o

concluimos

que r e s sdo coplanares. Como nédo sdo paralelas pois v, e Vg Sa0
vetores LI, temos que as retas S0 concorrentes.  Sga

{PO} :{(XO’y01zo)} =rCs.

1Xo =4+1,
Ent?m, X0'2:'yO:ZO'1 e %yO:-Z_to.
120=3

Dal,, to :O e PO = (4,' 2,3).

4. Determine uma equacdo da reta r que passa pelo ponto P (1,2,3), €
concorrente com a refa s: X =(-135) +h(2,5,1); hl IR, e tem vetor

direcéo v, ortogonal ao vetor U =(0,1-4).
20



Solucéo:
Sga {P,}=rCs. Enti exise um red h,, td que

®
Po(-1+2hgy,3+5hy,5+h,). Consideremos v, =PPo. Como v, é

ortogonal a U, temos que (- 2+ 2h,,1+5h,,2+ hy) %(0,1,- 4) =0. Logo,
ho =7. Assm,

P, =(131812) e r:X=(123)+t(251); tl IR.

5. Determine uma condicdo necessdria e suficiente para que uma reta r
sgja pardela ao eixo OX.

Solucéo:

O eixo OX tem vetor direcio i =(1,0,0). Entdo, umaretar é paralda ao
eixo OX se, e somente se, v, é paralelo ao vetor i =(1,0,0).

6. Determine uma equacdo da reta que passa pelo ponto P=(1,0,2), é
concorrente com a reta s: X =(10D) +t(2,1,1);tT IR e é padea a
plano p:2x - 3y +4z- 6=0.

Solucéo:

\Po P

—  Sga {Po}=rCs entdo, exige t1 IR ta que

®
” Po =@+2t,t1+t) e PP, =(2,t,t- 1.

S Como r /[ p temos (2tt,t-1)%x2-34) =0.

Assim,t:f'.
5

Considerando v, =(8,4,- 1), uma equagdo vetoria der &

r:X =002 +t(84,-1:tl IR.

21



CAPITULO V - ANGULOS

5.1 Angulo entre duas retas

O angulo entre duas retas r e s, indicado por (r,s), € definido como o
menor dos angulos (v, ,v.) e (V,,- V).

Se r e s sS40 retas paraélas
entdo (r,s)=0.

Nafiguraao lado, o angulo a
(rs)=(v,-V5)=a.

Na figura ao lado, asretasr e s
sforeversase (r,s)=(v,,V¢)=q.

Quando (r,s)= % , dizemos que r e s s30 ortogonais e escrevemos r * s,

Se r e s sd0 ortogonais e concorrentes dizemos que as retas s&0
perpendiculares. Eclaroque r* s U v, xvg =0.

22



Exemplos

1. Determine os angulos formados pelasretas r e s, nos seguintes casos.

ix=1-1t
8 r:X=1L-1):11IR e s:ty=t tT IR
1z=2-1t
iXx+2y-2z=0 .
b)r::’ Y e six+1=1_° 2:2.
1X-y+z-1=0 2
iX=1- 2t 2 .
! ) ] .\
Orify=2+2t ;IR e s> “=y+1=27"
i 2 3
1Z2=3
Solucao:

a ComoVv, =(1-11) e Vg =(-11-1),asretasr essdo paralelas.
Assim, (r,s)=0.

b) Temos v, =(1,2-1)" (L-1)=(L-2-3) e V =(121). Dai,

(r,s)=arc cos 12431 _ e cos@
| V14|46 7

c) Como v, =(-2,2,0) e v, =(213), temos:

-4+2+0] _

1
S——— —arCCOS——.
RENNTY 27

(r,s)=arcco

2. Determine uma equacéo da reta r que passa pelo ponto P(L1-2) e é
ix=1+t
perpendicular aretas:fy=2t  :tl IR.
%z =2-t
23



Solucao:

Como r e s sdo perpendiculares, temos que
estas retas sdo0 concorrentes e ortogonais.
Assim, se P, é 0 ponto de concorrénciader e

S, existe to real, tal que
P, =(1+1,,2t,,2- t,). Podemos entdo
®

considerar Vv, =PP, =(t,,2t, - L4- t,).
Pela condicdo de ortogonalidade, temos:

®
Ve XPP, =0. Assm, to+2(2tg-1)- (4- t5) =0, dai, t,=1.
Portanto uma equagdo daretar € r: X =(11-2)+1 113 ;I T IR.

3. Substituindo, no exemplo anterior, a condicdo de perpendicularidade
por ortogonalidade, o problema tem solucéo unica?

Solucio:
Neste caso, a direcdo de r poderia ser
dada por qualquer vetor ortogonal a

—

Vg, Sem restrigoes e, portanto, existe

uma infinidade de solugdes. roda reta

que passa por P e esta contida no
®
plano a : PXXv, =0.

4. Determine uma equacdo daretar que passa por P(1,0,0) é concorrente

com s:X =t(110) ;ti IR e (r,5)=

N|T

Solu¢ao: P
Observemos inicialmente que o
ponto P ndo pertence a reta s.
Assm, se P, é o ponto de
concorréncia de r e s, existe t,

I e
AT

rea, tal que P,=(t,,t,,0) e

®
vV, =PP, =(t, - 1t,,0).
24



Entéo,
|(:Ll.0) x(to B 1,t0,0)| _ 1

J24(t, - 12 +t02+0_\/§.

cos(r,s) = cos

Dal, [ty - 1+1ty|=1/(to - D +1,2.Logo, t, =0 ou t, =1.
Assim, este problema admite duas solucoes:
et,=0;r:X=(100) +t(-1,00) ;tl IR

e t,=1; rt X =(1,0,0)+h(010) ;hl IR.

5.2 Angulo entre dois planos

O angulo entre dois planos “n\ Na
aeb,indicado por (a , b),
€ definido como o menor
dos angulos (f5,np) e

(ﬁa" ﬁb)-

Assim, O£(a,b)£g e / /

i
(a,b)=arccos 2
RERILTY

Quando (a,b)=g , dizemos que a e b S0 ortogonais e escrevemos
a”“b.Eclaroquea”bU i, »i, =0.

Chamamos reta normal a um plano a a toda reta que tem a direcéo de
Ny . Assim, podemos dizer que o angulo entre dois planos € o angulo

formado por duas retas normais a esses planos.
25



Exemplos

1. Determine 0 angulo formado pelos planos a e b, nos seguintes casos.
a a:2x+y-z+1=0 e b:x+y+z+2=0.

b) a:x+y-z+5=0 e b:X=t(101)+h@-10) ; t,hl IR
iXx=t+h

Q) a:fy=t thT IR e b:2x+y+z-1=0
¥Z:1+h

Solucio:
a) Dasequacbesdea eb temos ny =(21-1) e fip =(L11). Assim,

_1@L-))| - 2 V2
V6+/3 V2 3
Logo, (a,b) =arccos§.

b) Na =(LL-1 e fp =(L01)" (L-10)=(LL-1).

Dai, cos(a,b) = [GL-DHLL-D_, Logo, (a,b) =0.

V343
0) fia =(110)” LOD=(L-1-1) e fip=(21D).

cos(a,b)

Assim, cos(a,b) M) ><(2’]"1”:0 .Logo, (a,b)=

V36

2. Determine uma equacdo do plano a ortogona ao plano
b:2x-y+z+1=0 e que passa pelos pontos A=(102) e
B=(213).

b
Solucio: / i
ue el Np

®
Osvetores AB=(111) e np=(2-1) sdo |

L.I. e possuem representantes em a. Assim, / A./‘y
uma equacdo vetorial do plano a pode ser a

dado por:

N o

a:X=(10,2) +t(1,11) + h(2- 1,));t,h1 IR.

26



5.3 Angulo entre reta e plano

n )
O angulo entre umaretar e um plano
a, indicado por (r,a), € definido f q
como o complemento do angulo A ;‘/
formado pela reta r e por uma reta n 7
normal ao plano a.
Nafigura, temos f =(r,n) e g=(r,a).
Assim, O£ (r,a) £g e pode ser calculado como:
(l‘,a)=E- (r,n)=E- arc cos %

2 2 |V [Ing |

ou,
(r,a)=arcsen w.
| Ve lIng |

Quando (r,a)=g, dizemos que a reta r e 0 plano a sdo

perpendicularese escrevemos r~ a. Eclaroquer”® a U v, /i, .

Exemplo

1. Determine 0 angulo entrer e a, NOS seguintes casos.

a) r:X =101 +t(10,2) ;:tl IR
a:X=t(1,01)+h(@2-3); t,hl IR

iXx-y+2=0

b)l’.|
12X+2y-2z+1=0

e a:x-2y-2z+1=0

Solucao:
a) Como v, =(1,0,2) e Ny =(1,0)" (1,2,-3) =(-2,4,2), temos:

_1(L0) K-12)] _ 1
56 V3

sen(r,a)

Logo, (r,a) :arcseni

27



b) Temos v, =(1-10)" (22,-1)=(114) e ny =(L-2,-2), assm,
)21 QLAHL-2-2)| V2
J18+/9 2

sen(r,a

Logo, (r,a) =%.

28



6.1

6.2

CAPITULO VI - DISTANCIA

Distancia entre dois pontos 5
A distancia entre um ponto A e um ponto B /
éindicada por d(A,B) e definida por |A@\)B|. A

Considerando A(aj,ajp,a3) e B(by,by,b3) temosque:

®
d(A,B)=|AB|=[(b1- a&,b2 - @2,b3- a3)| .

Dai, d(A,B)=4/(b1- a1)% +(by - ap)2 + (b3 - a3)?

Distancia entre um ponto e um plano

A distancia entre um ponto P, e um plano p é indicada por
d(P,,p) e definida como a menor

entre as distancias de P, a pontos de P,

p

Assm, se P éum ponto qualquer de p, A

entdo a distancia entre P, e p € o / p
® P NN D

modulo da projecéo do vetor PP,, na P,

direcode n p-

Considerando p:ax +by+cz+d=0 Py(xg.¥Yo.Xg) € PXX VY, 2)

entao:

:|a(Xo' X) +b(yq - y) +c(zq - 2)]
\/a2+b2+c2

ax, +bhy, +cz, +d
_laXg Yo 0

\/a2 +b? +c?

® |
d(Py, p) =| PP, iy |

Logo, d(Py,p)]
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Exemplos:

Determine a distancia entre o ponto P, e 0 plano p nos seguintes casos:
a) Po(l,]-,Z) e p: 2X - y+22+4:0

b) P,(2,2,4) e p:X =(1,0,1) + h(1,1,1) +t(1,2,3) ; h,t T IR.

Solucéo:
|2.1- 1.1+22+4]|
d(Py,p) = =3
a) d(Fy,p) 7
b) Consideremos P(1,0,1) e np=(111)" (1,2,3) =(1.-21).
AsIm,

® o ]11+(-2.2+13
(P, ) 4 PRy, [ =2 =

6.3 Distancia entre um ponto eumareta

A distancia entre um ponto Q e uma Q
reta r é indicada por d(Q, r) e
definida como a menor entre as
distancias de Q apontos der. d(Q,r)

Assm, se Pir e m é a reta P 5 r
definida pelos pontos P e Q, temos
que: m

®
® ® Ry
d(@Q.n) =IPQl.sen(r,m) = PQI o2 Vr
IPQI|Y, |
®

_|IPQ” v |

L ogo, d(Q,r)—T.
r
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Utilizando a Interpretacdo
geométrica do produto vetorial,

podemos observar que d(Q,r) € a
dltura do paralelogramo, cujos
lados sd0 representantes dos

®
vetores v, e PQ, em relacédo a
base PR,sendo R=P+V,.

Exemplos:

Determine d(Q,r) nos seguintes casos.

IX=2+t
AQ(LLO) e r:fy=2t ;tiIR
1z=1-1
iX-y+2z+1=0
Q123 e rif. 7
12x+y-2z+3=0

Solucéo:

a) Sgam P(20,1) e Vv, =(12-1).

Entao,
CIG11-1)7 (12-0) 21
d(Q1r)_ @ - 3 .

b) S§am P(0,-7,-4) e v, =(-15,3).
Entao,

_1@97) (-153)|_6414

d(Q1 r) - ,\/% = v .
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6.4 Distancia entre umareta e um plano

A distanciaentre aretar e o plano p éindicada por d(r, p) e definida
como amenor distanciaentre os pontosde r a p.

Assim:

d Se r e p S40 concorrentes ou se r esta contida em p entéo
d(r,p) =0.

v
/ \ [

b) Se r é pardda a p entdio d(r, p) =d(R,p); RT .

R

r

L o/

6.5 Distancia entre dois planos

A distancia entre os planos a e b € indicada por d(a,b) e definida
como amenor distanciaentre ospontosde a a b. Assm,

a) Se a e b sdoconcorrentes entdo d(a,b)=0. ’

A

b) Se a e b sio parddosentdo d(a,b) = d(P,b); PT a.
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Exemplos:

1. Calcule d(r, p) nos seguintes casos:

2 r_‘12x- y+z=0
y

e p:3x-y+2z-2=0
iX+y-z+1=0 P Y

b) r:X=(121)+h(-110); hl IR e p:3+3y+z-2=0

Solucéo:

a Sabemos que V,// (2-11)" (1,1,-1)=(033). Consideremos
Vi =(011) e np =(3- 12). Como v, X =1, temos que r e p S0
concorrentes. Portanto, d(r, p)=0.

b) Como v, xi, =0 e R(1,21) 1 p, concluimosque ré pardela a
p.

Assm, d(r.p) :d(R’p):|3.1+3.2+1.1- 2| _8V19

J19 19

,sendo R(1,2,1)

um ponto de r.

2. Cacule d(a,b) nos seguintes casos:

a a:X=h1,-10+t0,1,1); htl IR e b:3x+3y-z+3=0
ix=h

b)a:2x+2y- 2z+1=0 e b:fy=-h+t; htl IR
Lz=t

Solucéo:

3 Sgam i, =(1,-10) (011) =(-1-11) e fip =(33- 1.

Como iy e Ny sdo LI temos que a e b sdo concorrentes. Assim,

d(a,b) =0.

b) Sgam 1Ny =(22-2) e np =(1,-1,0)" (01,1) =(-1-11. Como
estesvetores séo LD, concluimosque a e b sGo parados. Assm,
|2.0+2.0- 20- 1| _+/3

d(a,b) =d(P,a) = i 5

de b.

, sendo P(0,0,0) um ponto
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6.6 Distancia entre duasretas

A distdnciaentre asretas r e s € indicada por d(r,s) e definida como a
menor distancia entre ospontosde r e s.

Consideremos as retas r: X =R +1tv,; t1 IR e s:X =S+hvg; hl IR.

Assm,
R r
1) Se r éparaldaasentio -
d(r,s) =d(R,s) =d(Sy) .
m S
S

2) Se r e s sAo concorrentes entdo d(r,s)= 0.
) 9 —
—5
/ 3) Se r e s si0 reversas entéo

d(r,s) =d(r,p) =d(R,p), sendo p um

_l plano que contém s e é paraeoar.
/ S/ A
D =" S _ ®
d(r,s) =d(R,p) =[ projy, - y5 RS

®
ousga, dr,g=Ior Vsl
|Vy ~ Vsl

Da interpretacdo geométrica de
produto misto e produto vetorial,
concluimos que d(r,s) € adturado
paralelepipedo cujas arestas séo
representantes dos  vetores

®

SR, v, e Vg em relagdo a base
SPQ, sendo P=S+v, e
Q=S+Vq.




Exemplos:

1. Calcule d(r,s) nos seguintes casos:
ar:X=102+h(11l); h IR e s:x-1=y+2=z-3

iX=6-h
b)r:X =(3-11) +t(20: ti IR e s:fy=-2+h; hi IR
1z=1+h

o) r:X=@11) +h(-121; h1 IR e s:X=(1,1,3) +t(2,1,3); tI IR.
Solucéo:

a)Asretas r e s sdo pardélas pois v, =(111) =Vq.

Assim, d(r,s) =d(R,s) =d(S)).

Consideremos R(1,0,2) e ¥(1,- 2,3) pontosder e s, respectivamente.
Ent&o:

(0-21)" (1LY _42

N
S =) 3

b) Temos v, =(2,01) e Vg =(-111). Assim, as retas ndo sdo paralelas.
Sgam R(3,-11) e §(6,- 2,1) pontosder e s, respectivamente. Entéo:

.13 -1
e 0
RSV, vgyu=|2 O =0.
€ 011

Logo,r e s séo concorrentes e d(r,s) = 0.

C) Sgam v, =(-1,2,1) e Vg =(2,1,3). Assm, as retas ndo sao paralelas,
Consideremos R(111) e $(1,1,3) pontos de r e s, respectivamente.
Entao:

) . lo o

ee

RSV, Vsy=|-1 2 1y=-101 0.
e 1o 1

Dai,r e s sdoreversss.

35



L ogo,

RSV, Vs
1Vr1VSU
drg=t____ 0.2
|V, " Vs 3
ix=ah
2) Sdamr: X = (1,20) +t(L,1,1):t 1 Re sfy=1+h;hi R.
%z:Z-h

Determine a, de modo que :
ad(r,s)=0
b) r e ssgam reversas.

Solucéo:
a dirrs) = 0 p r e s SG0 concorrentes ou coincidentes. Sgam

v, =(111), Vs =(al-1), R(1,20) e S(0,1,2).
Como néo existe ared ta que v, e Vg sgam LD, podemos

é® u
afirmar que d(r,s) =0 se, e somente se, RS V,,Vs(=0.
é a
Mas,
-1 -1 2
e 0
RSV, Vgg=|1 1 1|=3-3a
€ Ula 1 -

Logo, r e s sdo concorrentes se, e somentese, a= 1.

b) Da solucdo do item @), temos quer € S S0 reversas se, e somente se,
al R-{1}.
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Exer cicios resolvidos

1. Um paralelepipedo ABCDEFGH de base ABCD tem volume igua a 9
unidades. Sabendo-se que A(111),B(212),C(1,2,2), o vétice E

® _
pertence aretar de equacdo r : x=-y=2-z e (AE,i) € agudo.
Determine as coordenadas do vértice E.

Solucéo:

®
Como E pertence aretar, temos E(t,-t,2- t)eAE=(t- 1- 1- t,1- t).
Asam,

o ® ® 1 0 1
I[AB,ACAE]|=|]l O 1 1]|=|3-t|=9.

t-1 -t-1 1-t
Logot=-6 ou t=12.

® ® _ ® _
Se t=-6,entéo AE=(-7,57) e AExi =-7. Logo (AE,i) & obtuso.
Como este valor de t contradiz uma das hipoteses do nosso exercicio,

® ®
consderemos t = 12. Neste caso, AE=(11-13-11) e AEx =11

® _ ®
assim, (AE, i) éagudo. Portanto E=A + AE=(12,- 12,- 10).

2. Um quadrado ABCD estdsobreo plano a: x - y+2z- 1=0. Sabendo-
se que A(1,0,0) e B(0,1,1) sdo vértices consecutivos. Determine as
coordenadas dos outros dois vértices.

Solucéo:
®
Tﬁa De A(1,0,0) e B(0,1,1) temos AB=(-111) e
F de a:x-y+2z=1 temos ny =(1,-12).
S ® ® @
Como AD™ AB e AD * i, temos:
a ® ®

AD// AB fiy =(330).
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Além disso, |AD|=|AB|=3. Consderando AD°= (L L 0
em disso, = =4/3. Considerando °=(—,—,
|AD [=| AB | (JE 5 )

® ® o

temos. AD= aaL«/—O D=A+AD= —J—io_

2 2 4 2 2 5

o
C=B+AD= ? 6+2

Podemos obsarvar que considerando A(\@D°—( 1t L 0)
2 J2

encontraremos a outra solucéo do exercicio.

. Determine uma equacéo do plano p que passa pelo ponto P(1,01) e

iX-y+z+1=0
Solucao '
Sgam R(- 1,0,0) um ponto daretar e o vetor R
v, =(11,0)//(0,33)=(4-11) " (21-1). Como

contém areta de equacéo r : :2x+y L4220
®
o ponto P(1,0,1) ndo pertence a retar, temos RP=(2,01) e v, S0
vetores LI com representantes em p. Assim, uma equacao vetorial do
plano p &
p :(X,y,2)=(101) +t(20,1) +h(0,1,1);t,hl IR

. Determine uma condicdo necessaria e suficiente para que um
planoa : Ax + By + Cz+ D =0 sgaortogona ao plano XOZ.

Solucéo:

Observemos que os vetores | =(0,,0) e (A,B,C) s80 normais aos
planos XOZ e a, respectivamente. Assim, os planos a e XOZ s&o
ortogonais se, somente se, (A, B, C) x(0,,0) =0. Dai, B = 0.

Observacdo: De modo andlogo, podemos mostrar que as condigdes
necessarias e suficientes para que um plano a:Ax+By+Cz+D=0
sga ortogona ao plano XQOY e ao plano YOZ sdo, respectivamente
C=0eA=0.



5. Determine uma equacdo gera de um plano que contém areta
I X+ +
s:iXTl =y-1= ZTS e éortogona ao plano YOZ.
|

Solucéo:

) _z+3 , .,
Observemosqueoplano a:y- 1= 3 contém areta s, ja que todos
0S pontos de s satisfazem aequacdo dea . Alémdisso, a:3y- z- 6=0
é ortogona aplano YOZ ( porque?). Assim, a é o plano procurado.

6. Mostre que um plano a:Ax+By +Cz+ D=0 é paradeo ao eixo OY
se, e somente se, € ortogonal ao plano XOZ.

Solucéo:
v, r  Sabemos que um plano a é paralelo a umaretar
> Se, esomente se, iy X, =0. Assim, oplano a é
A paralelo a0 exo OY s, e somente se
H 0=(A,B,C)x0,1,0)=B. Portanto a condi¢do a
/ a / paralelo ao eixo OY é equivaente a a ortogona
ao plano XOZ.

7. Dados os planos a:Ax+4y+4z+D=0eb:6x+8y+Cz- 2=0,
determine as constantes A, C e D taisque:
a d(a,b)=+/41

b) O plano a sgaortogonal ao plano b e contém o eixo OX.
Solucéo:

a@ Como d(a,b)*0 temos que aCb=f. Assm, os vetores
ny, =(A,44) e n, =(68,C) sdo paraelos e portanto A=3 e C=8.
Tomemos P(L- 1,0) um ponto do plano b. Sabemos que:

|3><_|.+4><(-1)+4>0+D|:m

d(a,b)=d(P,a) = Jo+16+16

Assim, |[D - 1|=41,logo D =42 ou D=-40.
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b)Como o plano a contém o eixo OX temos A=0e D=0. Da
ortogonalidade dos planosa eb temos:
Ny Xy =(0,4,4)46,8,C)=32+4C=0.
Logo C=-8.

8. Determine as coordenadas do ponto P;, simétrico de P(11,-2) em
rdacéoaretas:x +1=y- 1=z

Solucéo:
Sgam r a reta perpendicular a reta s que

passa pelo ponto P e {lI} =rCs. Enté&o,
| =(t-11+t,t) e podemos considerar

®
VvV, =Pl=(t- 2,t,t+2). Como as retasr e
S s80 ortogonais temos:

Vg =(t- 2,t,t+2) X111 =0

® ® @ ®
Logo, t=0 e PI=(-2,0,2).Como IP, =PI temos P, =1 + P, . Assm
P, =(-110) +(-2,0,2) =(-312).

Observacao:
S O ponto | também poderia ser determinado

através daintersecéo dareta s com o plano a
gue passa pelo ponto P e é ortogonal aretas.

. s Pe Sendoa perpendicular as temos:
a a: x+y+z+D=0.Utilizando o fato de que

P a, podemos concluir que D =0.

9. Determine uma equacdo da reta r, Smétrica da reta
ix=1+2t
s:.ly:t t1 IR ,emrdacd aoplano a:x- y+z+1=0.
j
12=2



Solucéo: n r
Observemos que se S e Q sdo pontos da reta \é

sentdo S; e Q; , SMéricos de S e Q, / @
respectivamente, em relagdo ao plano a séo |12 /
pontos daretar.

e a sdo concorrentes. Sga {I} =sCa .
Entdo, | =(1+2t,t,2) e 1+2t- t+2+1=0.
Logo, t=-4¢e I(-7,-4,2). Assim, as equacdes paramétricas da reta
n, normal aa e concorrente com aretasem $(1,0,2) sf0 :

De v, xn, =(210)X(1-11)?* O, temosque s //S

Ix=1+t
n:.ly:-t i1 IR.
1z=2+t
Considerando {I}=nCa, temos I, =@Q+t,-t,2+1) e
1+t+t+2+t+1=0. Logo, t—-ﬂ eportantol1—§1 4 20
3 & 3'3’ 3@

®
Dai, S, =1,+Sl, = gl 4 2% a?f'f-fQ 3e§§_29

®
Como| e S, sdo pontosdistintos der podemos considerar v, = 2 Sll :

Assim, uma equacéo vetorial der é:
X =(-7-42)+h(45-2); hl IR.

10. Determine, caso exista, umaretat que passa pelo ponto P(1,-2,- 1) e
€ concorrentes com asretasr e s.

ix=1-1 ix=h-2
r:ty=20 -3 11IR e s:fy=1-h :hiIR.
{ZZI {Z:h

Solucgao 1.

Podemos verificar que r e s sfo retas reversas e que R r. Assim, o
plano a determinado por P e r, contém toda reta que passa por P e €
concorrente com r. Logo, a reta t, caso exista, estd contida em
a:x-y+z-2=0.
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De vgxig 't O concluimos
gues e a sao concorrentes,
sga {Q}=sCa. Como Ql s
temos Q(h- 21- h,h) , por
outro lado, Q também
pertence a a dai,
h-2- (- hy+h-2=0.

Conseguentemente,
=2 e Qa‘? },- ZEQ_ Como
3 3 33g

® ..
PQZS? iﬂﬁg ndo é parddoa v, =(1,21), podemos escrever:

e 33 3g

® ~
t:X=P+I| PQ;l 1 IR

Solucéo 2:

Consideremos que exista uma retat que passa por
P e é concorrente com asretasr e sem A e B,
respectivamente.

Assim, A(l - 12l - 31), B(h- 2,1- hh),

® ®
PA=( -22 -1l +1) e PB=(h- 33- hjh+1). Como P, A e B
® ®
s80 pontos colineares os vetores PA e PB sdo LD. Dai podemos
escrever:
| -2_2 -1_1+1
h-3 3-h h+1

el 22 -1 inos1-2=1-2. Logo, | =1e FC?A:(-L],Z).
h-3 3-nh
®
Considerando v; = PA, as equagOes paramétricas da reta t sdo:
ix=1-a
ty=-2+a:al IR
lz=-1+2a
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11. Determine uma equacdo da reta que passa pelo ponto Q(2,1,0), é

iX=2+t

concorrente com areta s: % y=3t :tl IR eformaangulosiguais com os
1z=t

eixos OX e OY.

Solucéo:

Sgam r a reta que queremos determinar e {lI}=rCs. AsIm

®
I =(2+t,3t)ev, =QI =(t,3t- L,t). Como (r,0OX)=(r,0Y) temos a

equacao:
|(L0,0) (1,3t - L) | _ [(0L0) Xt.3t- L) ||
|Vy | Ve |

L ogo, t=1 out=£.
2 4

Considerando t :%, temos v, // (L11)e r: X =(21,0) +h@11);hl IR.

Considerando t =%, temos v, // (1- Ll)e r: X =(2,1,0) + h(L,- L1 ;h1 IR.

Como vimos o exercicio tem duas solucoes.

12 . Dafiguraabaixo sabe — se que:
|) aretar € perpendicular ao plano a, tem a direcéo

P dovetor =(1,2-1) e P(11,- 1) pertence aretar.
R i) os pontos Q e R(- 1,0,1) pertecem ao planoa.
A Qe 0; i) S=(0,1,2)
]
Determine;

a) umaequacdo do plano a.

b) as coordenadas do ponto Q.

C) uma equacdo do plano QRS.

d) o angulo entre os planos QRS ea.



e) adistanciaentreasretasr e RS.

f) uma equagcdo do plano que contém a reta r e € padelo a reta
t: X =(3,20)+h(20,-1);hl IR

g) uma equacdo do plano perpendicular ao plano a que contém areta QS.

Solucéo:

a Como rnig//lvy=(12-1) temos a:x+2y- z+d=0. Aléem disso
R(-10D)1 a,assmd=2.Logoa:x+2y- z+2=0.

iX=1+t
b) As equacbes paramétricas daretar sio r:%y=1+2t i1 IR .
¥z:—1—t
Como {Q} =rC a temos:
Ql+tl+2t-1-1) e l+t+2Q+2t)- (-1-1t)+2=0.
Logo, t=-1e Q(0,-1,0).

® ®
c)Os vetores QR=(-111) e QS=(0,22) sdo LI. Logo, podemos
escrever uma equacao vetoria do plano QRS como:

X =t(-11,) +h(0,2,2);tehl IR .

d) Sabemos que ny =(12-1) e Ngrs//(-111)" (022)=(02-2).

. _ 6] _+/3 _ o
Assim, cos(QRS,a)=————==—_.L0go (QRS,a) =30°.
Q ) N go (Q )
®
€) Sabemos que Vv, =(12-1), RS=(012)- (-101)=(1L) da
® ® gl 2 13
[Vr,RSQR]:él 1 10:-6.Assim,asretasressﬁoreversas
611 1§
[ ®SQ®]| 6 6 3414
v.,RSOR 14
Logo, d(r,RY = —I 5= = = _
3-2-1 7
v Ry 1G-2-DI M



fSga b o plaro que queremos determinar. Os vetores
Vi =(12,-1) eV{=(2,0,-1) sio LI etém representantes b , logo uma
equacdo vetoria doplano b é:
X=P+l (12-1D)+s(20-1; 1 esl IR

®
g) Os vetoresniy, =(12,-1) e QS=(0,2,2) sdo LI e tém representantes no

plano que queremos determinar. Assim uma equacéo deste plano é:

X=S+t(L2-1)+h(01,1);tehl IR



Exer cicios propostos

01. Escreva uma equacao daretar nos casos a seguir:
a) r passapelo ponto P(- 2,- 1,3) etem adiregdo do vetor U =(211).
b) r passa pelos pontos A(1,3,- 1) eB(0,2,3) .

02. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o ponto P pertence aretar:

a) P(-211) e r:X=(1,00) +h(-1,2,1); hi IR

Ix=1-t
b) P(2-1-7) e r:fy=2+3t ; tl IR
lz=-5+2t
c) P@,l,sge r:x-1=2(y- 2):5
e 2 g 3

03. Escrevauma equacao do plano a nos casos a seguir:

a) a passa pelos pontos A(L0,2)eB(2,-13) e é padeo ao vetor
v=(012).

®
b) a passa pelos pontos A(31- 1) eB(1,0,1) e é paraldo ao vetor CD,
sendo C(1,2,1) eD(0,1,0) .
c) a passapelos pontos A(1,0,2), B(1,0,3) eC(2,1,3).

04. Verifique em cada um dos itens abaixo se o ponto P dado pertence ao
plano p.

a)P(1- 1,0), p:X =(2,1,3) +h(1,0,1) + t(0,1,0); tehl IR
b)P(213), p:x+y- 22+ 3=0.

ix=1-h+t
Q) P(322) , p:ty=2-h-t:thi IR
1z=1-h



05. O ponto P(2,2,- 1) é o pé da perpendicular tracada do ponto Q(5/4,- 5) ao
plano p. Determine uma equagéo de p.

06. Determine um vetor normal ao plano:

a) determinado pelos pontos P(- 1,0,0), Q(0,1,0) e R(0,0,-1).
b) a:2x- y+1=0.
C) que passa pelos pontos A(L0D)eB(221)e é paadelo ao vetor
v=(1-13)
ix=1+t+h
d) a:ty=1- t+2h;tehi IR
¥z:h

07. Determine as equagdes dos planos coordenados naformageral.

o i2X+y+2z=1
08. @ Veifiquese P(1,3-2) pertencear:j :
7-X+y+3z+4=0
b) Escreva uma equacdo da reta r passa pelo ponto P(111) e tem a
direcéo
I X=1+2t
de um vetor normal aoplanoa:.ly:Z— t+3h; tehl IR.
lz=t+h

09. Determine a equacéo gera do plano b paraeo ao plano
ix=1+h+2t
a:ty=2+2h+t:hetl IR e que
¥z=3t

a) passapelo ponto P(3,2,0);
b) passapelaorigem do sistema de coordenadas.

10. Determine uma equagao do plano p:

a) que contém o eixo OX e passa pelo ponto P(5,- 2,1).
b) que passa pelo ponto P(-213) e é pependiculaa a reta
r:X =(01+h(1-32);hl IR.
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11. Verifique seasretas r e snos casos a seguir sdo coplanares:

iX-2y+z=0 -
a r: e s:X=(101) +h(3-11); hl IR
13X +y-2z+1=0
X-1_ 2
b) r.T-y+2 Tes X=(1,-22)+h(0,1,3);h1 IR
jx=1+h 4 2 2
) rily=2-3h:hi IR es: 2 2=2"Y -2
i 2 6 2
1Z=h

12. Determine o valor de a para que as retas r e s sgjam concorrentes e ache
0 ponto de intersecéo, sendo:

ix=3h-1
XY 2 s:%y:2h-5;hT IR.
2 3 a 1
1Z=h

13. Determine, se possivel, uma equacao gera do plano determinado pelas
retasr e s, N0S casos a seguir:

8 r:X=(120)+h(-123);hl IR
s:x-1:y-2:
2 3

b) r:X=(-1,21)+h(12-1);hl IR
$:X =(25,-2) +t(-24,2); 11 IR

) r:X=(123)+h10,2):hi IR
IX=2
s:ty=3 1T IR
{z=1+4



ix=1+h
14. Sgjam a:2x+By+z+1:O,b:x+y+§+D:O, sity=h ;hi IR

lz=A

er:x-1=- —:Z.Determine,sepossivel:

a) B,td que a e b sgam paraelos.

b) B, tal que a e b sgjam perpendiculares.
c) D,tadquerl b

d) A, tal que r e s sgam coplanares.

15. Consdere os pontos P(4,a4)e Q03b+8b), as retas
rix- l:—z- Y=y
3 ~
e s:X=Q+1(1,02);tl IR eosplanos p;:mx - 2y +(m+3)z- 1=0 e
po:X=t(1,-3D+h(2-31);tehl IR. Determine, se possivel:

a) a, de modo que a reta paralela a reta s que passa pelo ponto P sga
reversacom aretar.

b) b em, de modo que areta s sga paraelaao plano p;.
c) m, de modo que os planos p; ep» Sgjam concorrentes segundo aretar.

16. a) Determine uma equacdo dareta s que passa pela origem do sistema de
coordenadas, é paraldlaao plano p:3x - 2y +z- 2=0 einterceptaareta

=+
rix-1=2 2-

Z

b) Ache uma egquacéo do plano a que passa pelo ponto P(2,1,3), € pardelo
areta r:X=(1,23)+h(1,2,-1);hl1 IR, e é perpendicular ao plano
p:X-y+2z- 4=0.

17. Consdere asretasr et, tais que;

. i . iX-y+3z-5=0
(i) r passapelo ponto P(31,- 1) e éparaldlaareta s: ;

13X +2y-2z+2=0
(i) t passa pela origem do sistema de coordenadas e seu vetor direcao tem
angulos diretoresiguais.

Determine;
a) asequacbes smétricas de r.
b) as equaches paramétricas det.

49



18. Dado o plano p:X =(0,0) +h(1- 1- ) +t(- 1,- 2-4);h,tT IR e a reta
AB, sendo A(0,0,0) e B(1,1,1), determine uma equacdo do plano a que
passa pelo ponto onde a reta AB fura o plano p e € parddo ao plano
b:x-3=0.

19. @) Determine o simétrico de P(2,1,3) em relacéo:
(i) ao ponto Q(3-11).
IX=1-2t
(argar:fy=t :ti IR.
¥z:2+t
(iii) ao plano 2x - 2y +3z =2.

b) Encontre uma equacdo da reta s dSmérica da reta
t:x- 2=y-1=2z- 3, emrelacdo ao plano do item &(iii).

20. Determine 0 angulo dasretas s: X = (1,0,0) +h(2,1- 1);hl IR e
r: Ll:y:-z.
2
21. Determine 0 angulo dareta r:x =-y =2z com o0 plano a, nos casos a
Sequir:
ix=1+2h-t
a a:2x-y-z-1=0; b)a:ty=h+t htl IR.
%z:4- 2t

22. Determine o angulo dos planos:
a a:X+y-2z2=0 eb:-2x+y+3z- 2=0;
ix=2-h

b) a:fy=1+2t :htl IR eb:-2x+y+3z- 2=0.
1z=2h- 3t

23. Determine uma equacdo da reta s que passa por P(1,0,1) eintercepta areta

r:x =y =z+1, formando um angulo de grd.



24. Determine uma equacdo do plano a que passa pelo ponto P(2,1,1), €
perpendicular ao plano coordenado yz e (a,b)=arccos(2/3) rd, sendo o
plano b:2x - y+2z+3=0.

25. Consdere o plano a determinado pelo ponto P(1,2,0) e pela reta
- - ix-2y=1
x-1_ :Z—4.Calculeoénguloqueaformacomaretas::' y

r—
2 3 1X+4z=0

26. Cacule adistancia entre:
iXx=z+1

a) oponto P(0,0,2) earetar :
1y=2z-2
b) o plano p:X=(12,-D+h(32-1)+t(110);htT IR e o ponto
P(21- 3.

IX-2_

c)asretasr:%l:Z— y=z-3es:| 5 -7
fy=z-1

d) asretasr: X =(1,0,0) +h(-2,4,2); h1 IR e s:2- x:%lzz_—lz.
e aretar.:x=-y=ze o planop:2x- y- z- 1=0.
27. a) Escreva as eguacbes dos planos b e g paaldos ao plano

a:2x- 2y- z =3 distando dele 5 unidades.

b) Encontre uma equacdo do lugar geomeétrico dos pontos equidistantes
de:

() A(L-42eB(7,1,-5  (ii))A(1,21),B(143) e C(321)
c) Dados os pontos A(2,1,3), B(4,-11) eoplano a:2x- y+2z- 3=0,

determine uma equacdo daretar contidaem a, tal que todo ponto der &
equidistante dos pontos A e B.
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28. De um tridngulo ABC temos as seguintes informagoes:
IXx=1+t
) A(L2,-3) (ii)BeCs?opontosdaretar:.ly:t i1 IR.
¥z:1-t
Determine a aturado trigngulo ABC relativa a base BC.

. ix=y+1
29.Consdere a:2x+3y-z+1=0, P(1-45) e s:iZ _3
1z =
Determine, justificando:
a) d(P,s) b) d(P, a)
C) umaequacdo daretam que satisfaz as trés condicoes.
() d(P,m)=0 (ii)d(m,s)=0 (iii) d(m, a) =d(P,a).

30. Dafigura ao lado sabemos que:
(i) osplanos a e p:x-z=0 sdo %
perpendicul ares.
(i) A(0,2-1) e B(-13-1).
(i) CeD sdo pontosdep. Ll

Determine: p

a) Umaequacéo do plano a. r °
b) As equacles paramétricas da reta

r intersecdo dos planosa ep. /J
c) Umaegquacéo do plano b que passapor A eéparaeoap.
d) A aturado tetraedro ABCD rdativa a base BCD.

€) As coordenadas do ponto E, sabendo que o trigngulo ABE é equilétero
er contém a atura deste triangulo relativa ao vértice B.

31. Do paraéeepipedo dado a seguir sabe-se que:
(i) Oplano ABC:x+y- z+6=0eareta DG:X =t(1,2,- 3), tI IR.
(i) O plano ABF é perpendicular ao plano ABC e

F=(0,20). i G
Determine: El : F

a) AsequagOes smétricas dareta AF. Do)
b) As equaches paramétricas do plano ABF. K =
c) As coordenadas do ponto D. A B

d) Umaequacdo gera do plano EFG.
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32. Determine o volume da piramide delimitada pelos planos coordenados e
pelo plano 5x - 2y +4z=20.

33. Escreva as equacOes de uma reta t paralela aos planos a e b, e
concorrente com asretasr e s, considerando:

a:2x+y-z+1=0 b:x+3y+2z- 2=0
r:X=@021)+h@02; hi IR s:X=(23-2)+1 (1-23); I T IR

34. Sga r a reta intersecdo dos planos a:ax+by+cz+d=0 e
b:a;x + by +c;z+d; =0. Mostre que a equacéo
ax + by + cz+d+t(ax+by+cz+dy) =0, tl IR, representa a familia
dos planos que contém a reta r, com excegdo do plano b. Esta familia é
chamada de feixe de planosdeexor.

35. Sga r a reta intersecdo dos planos a:x+y+z-11=0 e
b:x- 4y +5z- 10=0. Determine a equacdo do plano que contém aretar,
e
a) passapelo ponto A(3,- 1,4).
b) é paradelo ao plano 9x - 21y + 33z +1=0.
¢) dista 3 unidades da origem do sistema de coordenadas.
d) é perpendicular aa.

€) éparaldoareta x =- 5:_2'

f) € paralelo ao eixo ox.

Respostas

0L a) r:(x,y,2)=(-2-13) +t(211); tT IR
- - = - :Z—H-
b) r:x-1=y- 3 2

02. @ PIr b) PTr c) Plr



03.a)a:(x,y,2)=(1,02 +t(1,-1,1)+h(0,1,2);tehl IR
b)a:3x -4y +z- 4=0.
IXx=1+t
Q) a:y=t ‘tehl IR
Lz=2+t+h

04. Q) Pl p b)PI p c)PI p
05.p:3x+2y-4z-14=0.

06. a) (1,-11 b) (2,-1,0) c) (2-1-1 d) (1,1,-3
07. plano OXY : z=0; planoOXZ: y=0; plaroOYZ: x=0.

IX=1+2t
08.a) Pir b)r:fy=1+t :ti IR.
1z=1- 3t

09. a)2x-y-z-4=0 b)2x-y-2z=0.

10.a) p:X=t(1,00)+h(5,-2D);tehi IRou p: y+2z=0.
b) p:x-3y+2z-1=0.

11. a) Néo b) Sm C) Sm
12. a=1, 1(2,-3)).
13.a) a:- 11x +5y- 7z+1=0 b)b:x+z=0 ¢)Qg:- 2x+z- 1=0

14. a)B=2 b)B—-g c)D=1 d)A=-

15. a)at -4 b)ym=-2ebDb? 1—57

C) #mT IRtal quep, Cp,=r

16. a) s: X = h%ﬁE gg hl IR b)a:- x+y+z-2=0



ix=h

17.a)r:x—3:y;1:2—+1 b)t:ty=h:hi IR.
2 1 ;
1Z=h
18. a:4x+3=0
| ) 2 53 35
19. a) (i) P¢4,-3,- 1 P4O,- 11 pEE £ 2 30
) (i) P& ) (i) P ) (iii) T g

b) s:X =(-1-20)+h(1587,-3) ; hl IR

20. (r,s)=0°
21. a)(r,a)= arcseng?n/_; b) (r,a)=arcsen§e\/2—?9%
4]

22. a) (a,b) =arc COSQ 0

23. s:X =(,01) +h(x/2,3++/2,- 3++/2); h1 IR e
SEX = (L0 +t(-+/2,3- +/2,- 3- 4/2); 1T IR.

24. a,;:z-1=0 e a,:4y-3z-1=0.

6

&/10 g

25. (a,9)= arcseng

26. ) d(P.r) = 2—: b) d(P,p) =0 c)d(r,s)=%

d) d(r,s) :¥ e) d(r,p) =0.

27.a) b:2x- 2y-z+12=0 e g:2x- 2y- z—18—0

b) (i) Plano p:6x +5y - 7z- 27=0. (ii) Retas |
Ty- 2
2 +2
or: : X-y+2z- 3=0
IX-y-2z-1=0

0 b) (a,b) =arc cosae;—
ﬂ | &V2914

z



28. h=2/2 u.c.

29, a) d(P,s) =23 b) d(Pa)=+14 c)
m:X =(L-45) +t(7,- 35); tl IR.
ix=-1+h
30.a)a:x+y+z-1=0 Mrﬁy=3—2hHﬂIR.<»b:x—z—1=0
1z=-1+h
d)h:%? e) E(- 1,2,0).
iX=t+h
31 area AF:x=Y"2=2 ) Plano ABF:ly=2+2t+h ,t,hi IR.
2 -3 i
1Zz=-3t-h

c) D=(-1-23). d) Mano EFG:x +y- z- 2=0.

32.V :% u.v.

33 t:X=(4,-14)+h@1-1) ; hT IR.

34. Se r € a reta intersecdo dos planos a:ax+by+cz+d=0 e
b:a;x + by +c¢,;z+d; =0, todo ponto der satisfaz as equagdes destes planos.
Ou sga, s P(Xg,Yq,29) € um ponto de r, entdo ax, +by,+cz,+d=0 e
a;Xo +byy, +¢,z, +d; =0. Dai, o ponto P(x,,Yq,2,) Satisfaz a equacdo
ax+by+cz+d+t(ax+byy+cz+d;)=0. Logo, esta Ultima equagdo
representa um plano que contém aretar.

Por outro lado, sgja g:ax+by +ctz+d=0 um plano distinto de b e que
contém aretar. Vamos mostrar que existe um t,1 IR, tal que uma equagdo
doplanogeé ax +by+cz+d+ty(ax+by+c,z+d;)=0.

Ent&o, ser esta contidaem g as condigdes seguintes devem ser satisfeitas:

(i) ngv, =0 (i) Todo ponto P der pertencea g.



Como r é a intersegdo de a e b, temos que Vv, =n, n,, da,
Ny XN, " Ny)=0.Ousga [fg,N,,N,]=0.Logo, os vetores i, n, € N, sao
coplanares. Como 1, e i, sdo linearmente independentes, existem escalares
t e t, taisque Ny =t;n, +t, n,. Observe que como ge b sdo distintos, 4
ndo pode ser igual a zero. Assm, podemos escrever: nNj=n, +t—2ﬁb :
1
Fazendo tO:t—z, temos A, =(a,b,C)=(a+tya,b+tyb,c+tuc)). Entéo
1
umaequacdo do planog € :
(a+tya)x +(b+toh))y+(c+t,c)z+d=0.
Utilizando a condigéo (ii), sgja P(x,Y4,2) Um ponto der, entdo temos:

(a+1toa)Xo + (b +tghy)y, +(C+1t46)Zo +d=0
Portanto,
g:ax+by+cz+d+ty(ax +byy+cz+d;) =0.
35. a) 2x- 3y+42z- 237=0 b) 3x - 7y+11z- 31=0
C) 2x- 3y+6z- 21=0 ou 92x +327y- 96z- 1059 =0
d x-14y+13z- 8=0

e 3x-2y+7z-32=0 f) 5y- 4z- 1=0.
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