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1.13 Exercicios

1.13.1. Decida se os segmentos orientados de cada par representam o mesmo

vetor.

(@ —> b — (9 / (d) —

— e

—

1.13.2. Construa o vetor &+ U + 0.

w
A
U
U
1.13.3. Construa os vetores
@ = d+b+7¢
7 = b—¢c+a,
W o= a—(b+0)

nas sequintes situagoes:

ST

A
S
ISTA

S
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1.13.4. Considere os pontos A, B,C,D e E. Usando a relacio de Chasles,
simplifique as sequintes expressoes vetoriais:

a) BD + AB + DC,

b) BC + DE + DC + AD + BB,
) DA— DB - CD - BC,

) EC — ED +CB — DB,

1.13.5. Seja P = ABCDEFGH wum paralelepipedo (veja a figura abaizo).
Encontre uma expressao mais simples dos sequintes vetores:

a) @=AB + FC,

b) b= AG + CD,

(¢) = EB + CA,

(d) d=EH + DC + G4,
(¢) @= AH + EB,

7 A (f) f=AB+CC+ BH +GF.

G F

n e/

1.13.6. Sejam A e B dois pontos distintos. Em cada situagdo, represente
geometricamente o ponto P tal que a igualdade vetorial indicada seja satis-

feita:

) AP = —34B,
b) P_Zx:%@,
) AP = —2PB,

(d) PA = —%JD_B>.
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1.13.7. Considere os vetores da figura abaixo:

-

(a) Escreva ¢ e d como com-

—

»\d binacao linear de @ e b.
l‘)’l (b) Defina @ := —3¢— 5d. Escreva

Z como combinagao linear de
¢ aeb.
—
a

(c) Escreva @ e b como com-
binagoes lineares de ¢ e d.

1.13.8. Seja C = ABCDEFGH um cubo. Defina @ := zﬁ, b= zﬁ e
c:= xﬁ Denotamos por M o ponto médio de FG, N o de HG e por P o
centro da faceta ABCD.

H M_ G

: - N
E : F .

i Escreva os seguintes vetores como
combinagoes lineares dos vetores @,
bec:

c y N y y ,
1 ED.EM,EN,.NM,PN,ND, PM.
A a B

1.13.9. Represente um quadrado ABCD e construa os pontos E, F,G e H
tais que:

AB=7C+ B0, OF =208+ L3D,
AG-AB-DC DA =-2DA- 1B

Mostre que o quadrilatero EFGH € um paralelogramo.
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1.13.10. Seja P = ABC'D um paralelogramo. Definimos G := 1@ eb = E
e denotamosio;r M o ponto médio de BC. Seja também P o unico ponto
que satisfaz PA = —QP?

D

e —
Escreva ﬁ ,PM e DM como
combinacoes lineares de a e b.

A.

S

1.13.11. Suponha que os vetores Ei,g e U satisfacam

3(@ — 20) — 66 = —7(717— 3b) 4123,
Escreva v como combinacao linear de d e b.

1.13.12. Resolva a equagdo 3% — 4u = 2(3uU — &) na incdgnita Z.

1.13.13. Sejam ABC' um tridngulo, M o ponto médio de AC e N o ponto
médio de BC'.

C

M N Mostre que as retas (AB) e (M N)
sao paralelas.

1.13.14. Seja P = ABCD um paralelogramo. Sejam E o ponto médio de
BC e F o ponto médio de DC'.
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D F C

E Mostre que E + ﬁ = 21@

A B

1.13.15. Seja Q@ = ABCD um quadrilatero e sejam P,Q, R,S o0s pontos
médios de AB, BC, CD e DA, respectivamente.

(a) Mostre que P‘é = %1@ = k@

(b) O que podemos deduzir sobre o qua-
drilatero PQRS?

1.13.16. Sejam O, A, B,C' e D cinco pontos que satisfazem
—
OA+0C = 0B + 0D.

Mostre que o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo.

1.13.17. Seja Q = ABCD um quadrildtero. Denotamos por I o ponto médio
de AC' e por J o ponto médio de DB.

(a) Mostre que AB — DC =21 .
(b) Deduza que Q é um paralelogramo se e somente se I = J.

1.13.18. Seja P = ABCD um paralelogramo e sejam M, N, P,Q os pontos
definidos pelas sequintes relacoes vetoriais:

AM = 24B, BN =2BC, CDP=2CD, DO =2DA.
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Q
o
° Mostre que o quadrilatero
' MNP ¢é um paralelo-
. gramo.
N

1.13.19. Seja P = ABCDEFGH um paralelepipedo. Denotamos por [ e J
os pontos médios de AB e FH, respectivamente.

H G

Mostre que os vetores
C@, J—} e P"[?[) sao coplana-

res.

1.13.20. Sejam u, v dois vetores. Mostre que se u e ¥ sao LI, entdo i+ v e
U — U também o sao.

1.13.21. Sejam @, ¥, @ trés vetores LI, a,b, ¢ trés nimeros reais e t = ail +
b + ci. Mostre que os vetores @ + t,7 + t, W + t sdo LI se e somente se
a+b+c+1#0.

1.13.22. Seja P = ABCDEFGH um paralelepipedo. Determine por leitura
grafica se os vetores de cada tripla sao linearmente independentes. Caso
eles forem linearmente dependentes (i.e. coplanares), encontre uma “rela¢ao
linear” entre eles (isto €, escreva um deles como combinacdo linear dos
outros).
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(a) GH, AE, DC. H G

(t) DB, EC, AB. B
(c) GF,EB,CD. P ]
(d) DF,EC,GH. A B

1.13.23. Lembramos que um exdgono regular é um poligono que possui 6
lados de mesmo comprimento (veja a figura abaizo).

Determine as coordenadis % DB em
C  relagao as bases &, := {OA, OB} e #y :=

(EF,DEY.

1.13.24. Seja P = ABCDEFGHIJKL um prisma cujas bases sao exdgonos
requlares. Determine por leitura grdfica se os vetores de cada tripla sao line-
armente independentes. Caso eles forem linearmente dependentes, encontre
uma relagdo linear entre eles (isto €, escreva um deles como combinagao

linear dos outros).

(a) AJ, EK, BC.
(b) LG, 1D, KB.
(¢) AF, JD, HI.
(d) KF,CH,GD.
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1.13.25. Seja P = ABCD um paralelogramo e sejam M, N, P, os pon-
tos médios dos segmentos orientados AB, BC, CD e DA, respectivamente.
Denotamos por O a intersecao das diagonais AC e BD.

P C Encontre as coordenadas dos vetores
AB, AD, AM, AQ, AN, AP, 40,08, QP,CM

em religio as bases # = {1@, 1@} e By =
(AD, AMY).

1.13.26. Seja B = {é1, e} uma base do plano e sejam a, I;,E’ trés vetores
cujas coordenadas em relacdo a B sdao:

i=(5-3), b=(4,-4), &= (12,-6).
Calcule as coordenadas, em relagao a B, dos sequintes vetores:
(a) 33 —4b+C.
(b) —ba — 3b — 8c¢.
(¢) @—2b+ %5

1.13.27. Seja B = {€1,é} uma base do plano e sejam @, 5,5 trés vetores
cujas coordenadas em relacao a B sao:

i=(2,4), b=(3,-9), &= (12,—6).
Mostre que existem dois niumeros reais o e B tais que aa + Bg: c.

1.13.28. Sejam By = {€1,éx} e By = {vy, s} duas bases du plano. Suponha
que as coordenadas dos vetores de PBo sejam dadas, em relagcao a By, por

v = (1,1) g, Uy = (2,3) %,
(a) Encontre as coordenadas de €\ e € em relagao o H;.

(b) Encontre as coordenadas de €, e €y em relagao a ABs.
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1.13.29. Seja P = ABCDEFGH um paralelepipedo. Denotamos por

K o centro de P,

M o ponto médio de CG,

R o ponto médio de BC,

S o centro da faceta BCFG.

Encontre as coordenadas dos vetores
AB, AC, AD, AE, AF, AG, AH, AM, AS, AR, AK
em relacao as bases B, = {E,ﬁ,ﬁ} e By = {m,@,ﬁi}

1.13.30. Seja B = {é1, €, €3} uma base do espago e sejam d, l;, ¢ trés vetores
cujas coordenadas em relacdo a B sdao:

a=(6,-2,0), b=1(9,3,-3), &=(0,-3,2).

Calcule as coordenadas dos vetores v, W e t, os quais satisfazem as sequinte
relacoes vetoriais:

o U+2i="0b-27,

2
.13.31. Caso seja possivel, escreva v como combinacao linear dos vetores
b e ¢, nas sequintes situacoes:

(a) @=(3,5,2), b=(4,-8,6), &= (—16,10,7), ¥ = (0,0,52).

() @=(2,1,1), b= (~1,7,-5), é= (1,3, 1), 7= (7,3,4).

1.13.32. Seja # uma base do plano e sejam u,v dois vetores cujas coorde-
nadas em relagao a B sao:

= (a,b), U= (c,d).
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Lembramos que o determinante de u e v € o numero real definido por

det(u, v) := = ad — be.

a c
b d

(a) Mostre que i e U sao colineares se e somente se det(u, V') = 0.

(b) Determine todos os nimeros reais x tais que @ = (z,3) e = (x+1,z+1)
sejam colineares.

1.13.33. Determine os numeros reais x tais que os vetores de cada par sejam
colineares.

(a) (1,5) e (=2, +4),
(b) (z,xz+4) e (3,z—1).

1.13.34. Seja # uma base do espago. Dado um nimero real x, considere os
sequintes vetores:

= (—z,1—x,3),
v=(0,1,x),
W= (1,2,x).

Determine todos os niumeros reais x tais que u,v,w sejam LD.

1.13.35. Seja A uma base do plano e sejam 6,5 e C trés vetores cujas coor-
denadas em relacao a A sao:

a=(7,-2), b=(-3,5), &=/(0,5).
Encontre um nimero real X e um vetor I colinear a @ tais que ¥ + b =C.

1.13.36. Decida se os vetores de cada tripla sao coplanares.

(a) @=(2,-1,5), b= (—3,0,2), &= (6,—3,15),
(b) @=(7,—4,1), b= (1,-2,1), = (2,1,-1),
(c) @=(3,0,—1), b= (5,1,4), ¢= (13,2,7),

(d) @=(2,1,3), b= (—1,2,1), = (2, -4, —2),
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(e) @=(2,—1,5), b=(0,2,3), ¢= (6,—11,4).

1.13.37. Encontre todos os numeros reais x tais que os sequintes vetores
sejam coplanares:

—

_’:(27]‘72)7 b:(17$’]‘)7 E: (3717$)'

1.13.38. Considere a sequinte figura:

&
Qe Tue
=

e

(a) Represente os pontos cuyas coordenadas em rela¢ao ao sistema de coor-
denadas cartesianas {O, OEl, OEQ} sao dadas por:

M(4,1), N(=3,0), P(0,2), Q(2,3), R(1,-3), S(0,—3), T(5,0).

(b) Determina as co coordenadas desses pontos em relacao ao sistema de coor-

denadas {O, OA O@}

1.13.39. Seja {0, €}, &} um sistema de coordenadas cartesianas do plano, e
sejam A, B dois pontos. Suponha que A = A(3,4) e B = B(—3,3). Calcule
as coordenadas dos pontos C, D, L, R tais que

7¢—5aB, BB- g 1A= 08 mi--lmp

1.13.40. Seja {O, €1, €2} um sistema de coordenadas cartesianas do plano e
sejam A(1,1), B(10,5) e C(4,12) trés pontos. Calcule as coordenadas de D
tal que

(a) ABCD seja um paralelogramo,
(b) ABDC' seja um paralelogramo.

1.13.41. Decida se os pontos A(—56,84), B(16,—24) e C(—8,12) estdo ali-
nhados.
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1.13.42. Determine todos os niumeros reais x tais que os pontos de cada
tripla estejam alinhados.

(a) A(1,2), B(—3,3), C(z,1),
(b) A2,z), B(Tx —29.5), C(—4,2).

1.13.43. Seja {O, €1, €2} um sistema de coordenadas cartesianas do plano e
sejam A(7,—3), B(23,—6). Determine as coordenadas do ponto C' tais que
as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas simultaneamente:

(a) C pertence ao eixo das abscissas;

(b) A, B e C estao alinhados.

1.13.44. Dados os pontos A(5,2,—3), B(8,0,5), C(—2,—4,—1) e D(4,—6, 3),
calcule as coordenadas dos sequintes vetores:

(a) AB,

(v) BD,

(c) T4,

(d) AD + CB,

(¢) BC— AC + DB,
(f) 4AC — 3(CA + BOY.

1.13.45. Seja P = ABC'D um paralelogramo. Denotamos por P a interseg¢ao
das diagonais AC' e BD. Suponha que A = A(3,-2,5), B = B(7,5,10) e
P = P(5,4,6). Calcule as coordenadas de C' e D.

1.13.46. Mostre que os pontos A(13,—22,2), B(—53,—10,26) e C(—38,12,60)
nao estao alinhados.

1.13.47. Determine todos os niumeros reais x tais que 0s sequintes pontos
estejam alinhados:

Alz,—3,—4), B(3,1,0), C(0,z+2,z+1).

1.13.48. Decida se os quatro pontos A(0,2,4), B(1,—1,3), C(-=8,2,1) e
D(—6,—4,—1) sdo coplanares, isto é, se eles pertencem a um mesmo plano.
Lembrete: quatro pontos A, B,C e D sao coplanares se e somente se 0s

vetores @, @ e AD sao colineares.
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1.14 Exercicios complementares

1.14.1. Dados um ponto A e um vetor u, mostre que existe um ponto B tal
que = A

1.14.2. Mostre todos os itens da Proposicao Propriedades da soma de
um ponto com um vetor.

1.14.3. Sejam A um ponto e i, U dois vetores. Mostre que
(A+u)+7=(A+7)+ .

1.14.4. Sejam A, B dois pontos e i um vetor. Mostre que A+ = B se e
somente se A = B+ (—).

1.14.5. Mostre todos os itens da Proposicao Propriedades da soma entre
vetores. (A relacao de Chasles poderd ser usada.)

1.14.6 (Leis do cancelamento). Sejam i, v, W trés vetores. Mostre que se
U+7U=1u+w, entdo v = .

1.14.7. Sejam u, v, W trés vetores. Mostre a sequinte equivaléncia:
U+v=uw << U=w-—71.

1.14.8. Mostre a relacao de Chasles.

1.14.9. Seja @ um vetor. Mostre que 2u = U + 4.

1.14.10. Sejam a uwm numero real e @ um vetor. Mostre que se au = 0,
entao a =0 ou u = 0.

1.14.11. Sejam u,
se at = av, entao

1.14.12. Mostre a Proposicao 1.9.5.

1.14.13. Mostre todos os itens da Proposicio Operacoes entre vetores
em coordenadas.
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2.8 Exercicios

Em todos os exercicios, o plano e o espaco sao munidos de uma base orto-
normal.

2.8.1. Mostre o Teorema de Pitdgoras usando o produto escalar.

2.8.2. (a) Calcule a norma dos sequintes vetores do plano e do espago:

a=(0,5), b=(3,8), &=(1,2,-2), d=(0,1,-1).
(b) Mostre que os sequintes vetores sao unitdrios:
- 1 2 - 2 1 2
€:<——,—>, f:(_a__a__>'
V5 V5 373 3
2.8.3.

(a) Sejam @ = (3,4), b= (12,—5) e &= (—6,0). Calcule

S > L . S I
Jall + 180 + el Na+5 el | = 2] + 2, |

(b) Determine todos os nimeros reais k tal que a norma de d := (8,k — 1)
seja 10.

(¢) Sejam @ = (2,3) e ¥ = (—2,4). Determine todos os nimeros reais m tal
que ||@ + md|| = v/82.

2.8.4. Sejam A(2,1,3), B(4,3,4) e C(2,6,—9). Calcule o perimetro do
triangulo ABC'.

2.8.5. Sejam A(6,4), B(12,—-2) e C(17,9). Mostre que o triangulo ABC é
1sdsceles e calcule sua drea.

2.8.6. Sejam A(7,1), B(5,5), C(5,—3) e I(2,1). Mostre que os pontos A, B
e C pertencem a um circulo de centro I.

2.8.7. Sejam A(3,1), B(2,3) e C(6,5). Mostre que o triangulo ABC ¢é
retangulo.
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2.8.8. Sejam A(4,0,-3), B(10,2,0), C(8,—1,6) e D(2,—3,3). Mostre que
o quadrilaitero ABCD é um losango. (Lembramos que um losango é um
quadrildtero formado por quatro lados de igual comprimento.)

2.8.9. Sejam A(4,—1) e B(—5,11). Determine todos os pontos da reta (AB)
que estao a uma distancia 3 de A.

2.8.10. Determine o nimero real k tal que P(2,—1) pertenc¢a a mediatriz do
segmento formado pelos pontos A(5,3) e B(—2,k).

2.8.11. Determine o ponto do eixo das ordenadas que esteja a mesma distancia
que os pontos A(3,4,—T7) e B(—1,2,1).

2.8.12. Decida se os vetores @ e b sdo ortogonais nas sequintes situacoes:
a) d=(2,-5), b= (7,3),
a= (53, —41) = (41,53),

= (

L—1,1), b= (1,3,2),
d) @=(6,1,4), b= (2,0,—3).

2.8.13. Sejam A(—4,-3), B(2,0) e C(0,4). Mostre que as retas (AB) e
(BC) sao ortogonais. Determine o ponto D tal que o quadrilatero ABC'D
seja um rectangulo.

2.8.14. (a) Para quais valores de m os vetores (m,—2) e (3,5) estao orto-
gonais?

(b) Sejam a = (1,2,-3), b= (2,1,4) e &= (6,—5,0). Determine o nimero
real k tal que d + kb e ¢ sejam ortogonais.

(¢) Sejam @ = (1,3) e U = (—3,11). Encontre um vetor & e um nimero real
k tais que U e W estejam ortogonais e ¥ = ki + .

(d) Determine a e b tais que (7,a,b) esteja ortogonal aos vetores (4,3,8) e

(—5,20,9).

2.8.15. Sejam A(—2,4), B(1,—-2) e C(\, \). Determine A tal que o triangulo
ABC' esteja retangulo

(a) em A,
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(b) em B,
(c) em C.

2.8.16. Sejam A(—2,3,—2) e B(—6,—1,1). Determine o ponto P que per-
tence ao eixo das abscissas e tal que o triangulo APB seja retangulo em

P.

2.8.17. Seja @ = (u1,us) um vetor nao nulo. Mostre que um vetor v €
ortogonal a U se e somente se existe um numero real A tal que U = A(—uz, uq).

2.8.18. Encontre um vetor b ortogonal ao vetor @ := (—3,4) e tal que ||b|| =
2.

2.8.19. (a) Encontre todos os vetores ¥ ortogonais ao vetor @ = (1,—5) e
tal que |[al| = |7

(b) Seja t = (—4,5). Encontre todos os vetores ¥ ortogonais a t e tal que
1911 = 311l

(¢) Encontre um vetor ¥ ortogonal ao vetor w = (5,12) e tal que ||v|| = 10.
2.8.20. Sejam A(1,3) e C(7,9) dois vértices do losango ABCD.

(a) Determine as coordenadas do ponto M de intersecio das diagonais de

ABCD.
(b) Suponha que ||ﬁ|| = QHﬁH Determine as coordenadas de B e D.

2.8.21. Sejam A(1,5) e B(4,9). Encontre as coordenadas dos pontos C' e D
tais que o quadrilatero ABC'D seja um retangulo cuja drea € 50.

2.8.22. Seja ABC um triangulo e seja M o ponto médio de BC.
Ty
(a) Mostre que AM = %(1@ —h@)

1 1
(b) Mostre que BC - AM = —§||f@||2 + 5”@”2

(¢) Mostre que ABC' é isdsceles em A se e somente se as retas (BC') e (AM)
sa0 ortogonais.

2.8.23. Sejam B(4,8) e C(9,—4). Determine o ponto A = A(z,y), sabendo
que x > 0, ABC' € isosceles em A e a drea de ABC € 169.
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2.8.24. Sejam @ = (3,1) e b= (8, —4). Represente graficamente os vetores
projz(b) e projy(a).

2.8.25. Cualcule as coordenadas do vetor projy(d@), onde @ = (—4,2) e b=
(_37 5)

-

2.8.26. Calcule as coordenadas dos vetores projz(b) e projz(d) nas sequintes
situacoes:

(a) @=(6,2), b=(3,—9),

2.8.27. Sejam @ = (2,—1,3) e b = (4,—1,2). Encontre dois vetores @ ¢
tais que as trés condicoes abaizo sejam satisfeitas simultaneamente.

o d=1u-+17,
e i eb sio colineares,
e 7eb sio ortogonais.
2.8.28. Sejam A(1,2,3), B(4,8,-3) e C' = (6, 3,2).

(a) Calcule o comprimento da altura do triangulo ABC' passando pelo ponto

C.
(b) Calcule a drea de ABC.
2.8.29. Calcule o angulo formado pelos vetores (1,2) e (—1,—1).

2.8.30. Calcule os angulos do triangulo ABC, onde A(2,-3), B(3,2) e
C(—2,4).

2.8.31. Sejam @ = (a1, az) e b = (by, by) dois vetores do plano. Denotamos
por S a drea do paralelogramo formado pelos vetores a e b.

(a) Definimos U = (—az,ay). Mostre que ||u|| = ||d|| e @ -a = 0.
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-

(b) Mostre que S = ||dl| [[projz(b)]].

=,

(¢) Deduza que S = |det(d,b)|, onde

—

det(a, b) =

a; by

= a1by — azby
as by

é o determinante dos vetores d e b.

(d) Sejam A(—1,1), B(1,-3) e C(7,5). Calcule a drea do triangulo ABC.
Dica: a drea do triangulo ABC € metade a do paralelogramo formado
pelos vetores AC e C'D.

2.8.32. (a) Calcule a drea do paralelogramo ABCD, onde A(2,1), B(5,3),
C(7,9) e D(4,7),

(b) Calcule a drea do triangulo ABC, onde A(3,—1), B(—1,2) e C(7,5).

2.8.33. Sejam d = (2,0,3), b= (0,4,2) e ¢ = (—1,2,5). Calcule as coorde-
nadas dos sequintes vetores:

-
X 0,
-

axb)

- —, - -

X ¢ (@+0b)x¢é (2d)x (=3b), (@+b)x(a—0>n),
(b x ).

!

c,

X
oL X

X <

a

—

O produto vetorial € associativo?

2.8.34. Sejam d, b e @ trés vetores do espaco. Simplifique a sequinte expressao
vetorial:

Ax(b+03)+bx (G+a)+x (@+b).

2.8.35. Seja P o plano que passa pelos pontos A(0,2,1), B(0,1,0) eC(1,0,2).
Encontre um vetor n ortogonal ao plano P.

2.8.36. Verifique a identidade de Lagrange,
la x bl|* = [la]l*[1b]]* — (@ - 0)?,
no caso @ = (—1,2,—4) e b= (1,-3,5).

2.8.37. Sejam A(2,1,-2), B(2,3,0), C(6,6,5) e D(6,4,3). Verifique que
ABCD € um paralelogramo e calcule a sua drea.
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2.8.38. Sejam A(—1,2,-5), B(5,4,0) e C(11,8,3).
(a) Calcule a drea do triangulo ABC.
(b) Calcule o comprimento da altura que passa pelo ponto A.

2.8.39. Sejam a e b dois vetores do espaco. Denotamos por S1 a drea do
paralelogramo formado pelos vetores @ —b e a+b, e por Sy a drea do parale-
logramo formado pelos vetores @ e b. Mostre que S; = 2.595.

-

2.8.40. Sejam a = (ay,as,a3), b = (b1, by, b3) € € = (c1,c2,c3) trés vetores.
O determinante de @, b e ¢ € o numero real

ap by
det(a g L b _ by ¢ by b1 ¢
e(@a 75) = (G2 02 C2—a1b —GQb a3b
3 C3 3 2 C2
az bz c3

= (b203 — b302> — CLQ(bng, — bgCl) + (l3(b102 — bQCl).

(a) Mostre que det(@, b, @) = (@ x b)-&. Observagio: o nimero real (a X b)-¢
¢ chamado produto misto dos vetores d, b e ¢, e é denotado por [d, b, .
Assim, det(d, b, é) = [d, b, c).

(b) Deduza que @, b e @ sio coplanares se e somente se det(a@, b, @) = 0.
(¢) Mostre que (3,0,—1), (5,1,4) e (13,2,7) sao coplanares.

2.8.41.

(a) Decida se o sequintes vetores sao coplanares:

(2,3,—1), (1,-1,3), (1,9,—11).

(b) Determine todos os nimeros reais k tais que os vetores
(2,1,2), (1,k,1), (3,1,k)
sejam colineares.
2.8.42.

(a) Decida se os pontos A(0,3,—2), B(2,3,0), C(6,6,5) e D(6,4,3) sao
coplanares.
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(b) Encontre um ponto P do eizo das abscissas que pertence ao plano pas-
sando pelos pontos A(1,1,1), B(0,-2,3) e C(4,1,—1).

2.8.43. Seja P o paralelepipedo de arestas AB, AD e AE. Aceitamos o
sequinte fato: o volume V de P € dado pelo valor absoluto do produto misto
[AB, AD, AE), isto ¢,

V = |[AB, AD, AE]|.

Calcule o volume do paralelepipedo ABCDEFGH, onde A(—1,—1,7), B(—2,1,6),
C(0,1,6), D(1,—1,7), B(2,—2,3), F(1,0,2), G(3,0,2), H(4,-2,3).
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3.5 Exercicios

Em todos os exercicios abaixo, estd fixado um sistema de coordenadas carte-
sianas ¥ = {0, #}, onde B = {€}, €z, €3} ¢ uma base ortonormal e positiva.
A nao ser que seja explicitamente dito, todas as coordenadas sao expressadas
em relagao a X e A.

3.5.1. Escreva uma equacao da reta r nos casos a seguir:

(a) r passa pelo ponto P(—2,—1,3) e tem a dire¢ao do vetor 4 = (2,1, 1).
(b) r passa pelos pontos A(1,3,—1) e B(0,2,3).

3.5.2. Escreva uma equagao do plano a nos casos a seguir:

(a) « passa pelos pontos A(1,0,2) e B(2,—1,3) e é paralelo ao vetor v =
(0,1,2);

(b) « passa pelos pontos A(3,1,—1) e B(1,0,1) e é paralelo ao vetor @,
sendo C'(1,2,1) e D(0,1,0);

(¢) a passa pelos pontos A(1,0,2), B(1,0,3) e C(2,1,3).
3.5.3.

(a) Dé uma equagdo vetorial do plano determinado pelos pontos A(1,1,0),
B(—1,2,1) e C(3,2,1).

(b) Dé as equagoes paramétricas do plano paralelo aos vetores @ = (—1,2,1)
e U= (1,0,3) e que passa pelo ponto P(2,4,—1).

(c) Dé uma equacao vetorial do plano cujas equagoes paramétricas sao dadas

por:
r=14 2t — h,
y=-—-2+t+3h, t.heR.
z =3+ 5t,

(d) Dé as equagbes paramétricas do plano paralelo ao vetore 4 = (5,1,2) e
que passa pelos pontos A(3,—1,1) e B(2,—1,0).

(e) Dé uma equagao geral do plano que passa pelo ponto P(3,—1,2) e é
paralelo aos vetores @ = (—1,1,2) e ¥ = (1, —1,0).
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3.5.4. Determine un vetor normal ao plano a nos seguintes casos:

(a) @ : Ple,y,2) = (1,0,1) +£(2,~1,3) + h(1,1,0); t,h € R.

r =2+ 3t,
b) a: ¢ y=1+2t—h, theR
z = —t+ 2h,

() a:2x—3y+2—1=0.

r=14+h+2t
3.5.5. Determine a equagao geral do plano [ paralelo ao plano « : y=2+2h+t ;
z =3t

t,h € R, e que
(a) passa pelo ponto P(3,2,0);
(b) passa pela origem.

3.5.6. Sejam A(1,2,—1), B(3,2,0), C(2,1,—1) e D(1,0,4). Seja m o plano
que passa pelos pontos O, A, B e seja my o plano que passa pelos pontos
O,C, D. Determine uma equacao vetorial da reta r = 7 N 7.

3.5.7. Seja r a reta cujas equacoes paramétricas sao dadas por

r= 243t
r y= -, , teR
z= 141t

Sejam m e my 0s planos cujas equacoes paramétricas sao respectivamente
dadas por:

r= 142X+ pu, r= —5-—v,
m o y= —1—=3\+2pu, e m y= 3+v+3n, ,
z= 14X z2= v+4n,

onde t, \, u, v, € R. Estude as posi¢oes relativas dos pares (r,m), (r,ms) €
(7T1, 71'2).



