12.LISTA DE EXERCICIOS - VETORES

GEOMETRIA ANALITICA E VETORES

Exercicio 1. Sejam A, B, C, D e E, pontos. Prove que:

(1) 3B — OB — i¢ — BB (2) BC = TF — 0 — 1B

S Exercicio 2. Qualquer vetor tem infinitas ma-

=" | neiras de ser descrito (ou escrito). Por ezemplo,

S /,f"" ’/’J usando somente os pontos da a figura ao lado, pode-

. ///,,//Ff - //"J / o mos escrever 0 =A44=BB=CC =DD =
- / / [ —) EE=FF =... ¢ assim por diante.

/ / | — / Usando somente os pontos da figura ao lado, es-

,”/ //VL/////*M / Jﬁ'/ creva o0s vetores a sequir de todas as maneiras
— / / /1 POssiveis.
J— (1) AB (5) DH (9) EH,
L — (2) AK (6) MA (10) EP
L —r (3) AF (7) NC (11) EN
(4) HF (8) LJ (12) JE

Exercicio 3. Sejam A, B,C,D, E, F, G H I,J pantos dzstmtos de uma reta que estejam nesta ordem

igualmente espagados. Se]am s = AB GD — Al ¢ @ =CH. Determine o que se pede
(1) A em funcio de B e S (5) B em fungao deCet (9) C em funcio de A e U
(2) C em fungio de E e ? (6) AJ em funcio de T (10) DF em funcio de T
(8) H em fungio de C e 5 (7) DA em funcio de @ (11) D em funcdo de J e 27

(4) A em funcio de I e e (8) G em fung¢io de H e @ (12) U em fungio de @

Para as préximas duas questoes ABCDFEF é um hexdgono regular de

centro O (como o da figura ao lado).

Exercicio 4. Determine o que se pede:

Exercicio 5. Prove que AB+ AC + AD + AE + AF = 640.

Exercicio 6. Para o cubo da figura ao lado, determine o que se pede:

(1) A+ AB + AD + AE N
(2) CD—-DH - GH+ AH + AB T o
(3) AB+ DC+ AF + FG+ EH + BF
(4) DF — EG+ FC+ BE+ AG — BH ALY B
Exercicio 7. Sejam @, T vetores e A\, u € R. Prove que:
1) —-(Z+)=-u—-"7. 2) MW — V) =\u — \U. 3) A=pU =AU — pu.
(1) =( ) (2) 7 n
Exercicio 8. Para U e U, vetores a,b,c € R tais que b # 0 e ¢ # 0, prove que:
(1) % =i (3) =kt (5) § + 5 =g
(2) ”:’U (4)u;v:%_% (6)%_%261)1:0”

Exercicio 9. Sejam A e B pontos, e @ e U vetores. Prove que, se A+1 = B+, entdo - AB

Exercicio 10. Determine a relagdo entre @ e U, sabendo que, para um dado ponto A, (A+ E’)—Q—Tf =A
Exercicio 11. Num tmangulo AABC sejam M N, P os pontos médios dos lados AB, BC e AC,

respectivamente. Mostre que AN + BP + CM=0.
Exercicio 12. Sejam A, B e C trés pontos quaisquer, com A # B. Prove que:

X € um ponto dosegmentoAB(z)C_X:aCTA)—FﬁC—B), coma>0,>0ea+p=1.

(1) A+ AC + AE + DO (4) AC + AE + DO
P (2) LAO+CF+ 10D (5) AF+FE+ED+DC+C’B+
(3) AO+FO+CD BA+OB+0D

_@i



22 LISTA DE EXERCICIOS - COORDENADAS AOS VETORES (DE UM PLANO)

GEOMETRIA ANALITICA E VETORES

e B / Exercicio 1. Determine as coordenadas dos ve-

] B //G’/// f,f’f ’/’J tores_) abaizo com ffa_lgg:do a base i = (AF , AB).
. L WU, ®NC (3 MEB 22l
o @Ak @il (o) MC () M)

[ =l (3) AB  (10) EH (17) MD (24) MK

| —r (4) AC (1) EP  (18) ME  (25) ML,
/" (5) AK  (12) EN  (19) MF  (26) MM
o (6) HE  (13) JE  (20) MG (27) MN
[ e (7) DH  (14) MA (21) MH (28) MP

Exercicio 2. As coordenadas dos vetores abaixo sdo em relagao a mesma base B da questdo anterior.
Apresente os vetores apenas usando os pontos da figura.

(1) (1,1) (3) (L,—1) () 0,-3) (1) (=2,1)  (9) (=3,3) (11) (4.1)

(2) (=1,1)  (4) (0,3) (6) (2,-1) (8 (=2,0) (10) (4,3)  (12) (-4,3)

Exercicio 3. Prove que as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo ponto médio.

Exercicio 4. Prove que o segmento de reta determinado pelos pontos médios de dois lados de um
triangulo € paralelo ao terceiro lado do triangulo e tem metade da medida deste.

Exercicio 5 (Baricentro de Tridngulo). Sejam AABC um tridngulo e M, N e P os pontos médios
dos lados BC, CA e AB, respectivamente. Os segmentos AM, BN e CP sdo chamados de medianas

de AABC. Para todo o exercicio tome como base (E, :46)

(1) Ache as coordenadas de m, BN ¢CP e mostre, usando coordenadas, que nao hd duas medianas
paralelas.

(2) Seja G o ponto de encontro das medianas AM e BN e determine as coordenadas de AC.

(3) Determine a proporcio com a qual G divide as medianas AM e BN.

(4) Mostre que G estd na mediana CP e determine a propor¢io com a qual G divide a mediana C'P.

O ponto G determinado neste exercicio é chamado de baricentro de AABC.

Exercicio 6. Um trapézio é um quadrildtero que tem dois, e somente dois, lados paralelos. Os lados
paralelos de um trapézio sao chamados de bases. Prove que o segmento de reta de extremidades nos
pontos médios dos lados nao-paralelos de uma trapézio € paralelo as bases, e sua medida € a média
(aritmética) das medidas das bases.

Exercicio 7. Dados os vetores @ = (—3,4) e U = (1,2), determinar:

(1) 32 +20  (2) 20 —3% (3) 30 (4) tT+1T (5) =EBT (5) 3T
Exercicio 8. Sejam B = ((3-{7 6‘5) eC = (E, E) duas bases para V2. Se ]TI = (a11.021)8 € E =
(a12.a22)p, determine relagdo entre as coordenadas de @ com relacio as bases B e C. Experimente
apresentar essa relacao de forma matricial.

Exercicio 9. Ache as coordenadas de HL e HN com rela¢do a base B (do exercicio 1) e mostre que

nao sao paralelos. Determine as coordenadas dos vetores abaizo com relacdo a base C = (ITI; HN).

(1) 0 (3) AB (5) AK (7) DH (9) LJ (11) EP (13) JE (15) MB (17) MD
(2) AF  (4) AC (6) HF (8) NC (10) EH (12) EN (14) MA (16) MC (18) ME

Exercicio 10. Sejam A e B pontos distintos, e tome o ponto C' estd na reta @ de tal forma que

AC _ CB ~ ~
=5 = =7, parar,s € R, nao-nulos . Escreva AC e CB em fungio de AB, r e s.

Exercicio 11. Um tridngulo tem vértices A, B e C. Prove que X é um ponto interior ao AABC
se, e somente se, existem reais o e B, a > 0, B > 0, tais que a + 3 < 1 e CX = aCA + BC—B).
(Lembrete: Um ponto € dito interior a uma tridngulo se, e somente se, € interior a uma segmento
que tem uma extremidade em um vértice e a outra extremidade interior ao lado oposto.)
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32.LISTA DE EXERCICIOS - PRODUTO ESCALAR

GEOMETRIA ANALITICA E VETORES

Exercicio 1. Dados os vetores @ = (1,—1) e ¥ = (—3,4), calcular:
(1) 12| 2) 7] (3) I + 7| (4) 1122 - 7

Exercicio 2. Calcular os valores de a para que o vetor @ = (a,—2) tenha mddulo 4.
Exercicio 3. Calcular os valores de a para que o vetor U = (a, %) seja unitdrio (i.e., ter norma 1).

Exercicio 4. Determinar o valor de k para que os vetores @ = (—2,3) e U = (k, —4) sejam:
(1) paralelos (2) ortogonais

Exercicio 5. Sejam @ = (\/3,1) e T = (1,k). Determinar o valor de k para que:
(1) @ e T sejam paralelos,
(2) 4 e ¥ sejam ortogonais, e
(8) a medida angular entre @ e U seja de %.
Exercicio 6. Determinar o valor de a para que seja de 7 o dngulo entre @ = (2,1) e 7= (1,a).

Exercicio 7. Determinar o valor de a para que seja de & o dngulo entre @ = (2,1) e T = (1,a).

Exercicio 8. Encontrar a projecao ortogonal de U sobre U, para 0s casos:
(1) i=(1,1) e 7= (2,5) (2) i=(1,0) e 7= (4,3) (3) i=(4,3) ev=(1,2)

Exercicio 9. Ache o dngulos entre i e U, para 0s casos:
(1) @=(1,0) e 7= (1,1) (2) @=(1,0) ev=(-1,-1) (3) @=(1,%) e¥=(-1,0)
Exercicio 10. Seja (U, V) uma base ortogonal. Mostre que para @, vetor,
W = projw + projzw.
Exercicio 11. Sejam @ e T # 0, vetores. Ache férmula para | @ — proj@|| em fungio de || %) e

ang(u, ¥). Como ficaria em funcdo de ||V|| e @ o U2

S

Exercicio 12. Seja AABC um triangulo e suponha que AB = (a,b) e AC = (z,y). Determine
formula para a drea de AABC.

Exercicio 13 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam U e ¥, vetores. Mostre que:
@ o 7| < ||| - |7
Mostre ainda, que vale a igualdade se, e somente se, U // V.

Exercicio 14. Sejam U e U, vetores. Mostre que:
— —> 12 — 12 - — —|2
(1) @+ 7" = [[¥]" +2 (7 e 7) +[|V]".
— —>12 — —12 —> 12 -2
(2) 17 + TN+ 17 - 7 =2 (170 +171°).

— —> 12 — —> 12 —  —>
(3) Iw+ 7" — i — V" =4(d o 7).

— — — — —12 =2
(4) (i@ + 7)o (U —7) =" — |7
Exercicio 15. Sejam U e U, vetores ambos ndo nulos. Mostre que sdo equivalentes:
(1) /] e tém mesmo sentido, (2) |7+ V| = || 7|+ ||V e (3) 12 = 7| = |12l - 17l

Apresente equivaléncias andlogas a estas para o fato de W e T serem paralelos de sentidos contrdtrios.

Exercicio 16. Mostre que um paralelogramo ABC D tem diagonais perpendiculares se, e somente se,
€ um losango.

—_— ., =

Exercicio 17. Sejam O, A e B trés pontos nao-alinhados, © = OA, ¥ = OB e b =

g
o

s

T

<y

Mostre que o vetor b é paralelo a bissetriz do angulo AOB.



42 LISTA DE EXERCICIOS - COORDENADAS AOS PONTOS

GEOMETRIA ANALITICA E VETORES

] Exercicio 1. Determine as coordenadas de to-

« — | / dos os pontos da figura ao lado com relagio
E,,////’ / / ao sistema ¥ = (M, MN, M G)
Ei,"/// J,f"" f,// 4/; /,,/——/""'//fP Exercicio 2. Ainda usando a figura ao lado, de-
f,/"' f/, o *M//// / /,/ termine os pontos de coordenadgi+ dcld_(z;s’ abaizo
f,f" - 'T_/// /f,f" ’Jﬂ‘/ /,” com relagao ao sistema I' = (H S HL, HN )
) / /" (1) (33) (6) (-1,1) (11) (1,1)
r @ (00 (1) (53 (g (§-h)
/ L (3) (0,2) (8) (2,0 (13) (=3, 3)
[ —F 4) (33) 9) (=3.3)  (14) (0,1)
g (5) (1,0) (10) (3,-%)  (15) (0,0)

Exercicio 3. Tomando os sistemas ¥ e I' das questées anteriores, se um ponto X = (a,b)s = (z,y)r,
determine relacao entre a, b, © e y. Procure apresentar essa relacdo de maneira matricial.

Exercicio 4. Dados os pontos A=(-2,3), B=(1,4), C=(1,2) e D =(4,3), ache as coordenadas
dos vetores AB, BC, CD e DA.

Exercicio 5. Prove (vetorialmente!) que os pontos A = (2,1), B = (5,2), C = (6,5) e D = (3,4) sao
vértices de um paralelogramo.

Exercicio 6. Sendo A= (—2,3) e B = (6,—3), extremidades de um segmento, determinar:

(1) os pontos C, D e E que dividem o segmento AB em quatro partes de mesmo comprimento;
(2) os pontos F' e G que dividem o segmento AB em trés partes de mesmo comprimento.

Exercicio 7. Classifique os triangulos abaizo (eqiiildtero, isésceles ou escaleno):

(1) A=(1,1), B=(3,2) e C = (0,3)
(2) D= (-1,1), E=(3,1) e F = (1,2/3 + 1)
(3) G= (372\/§>7 H=(3,0)el= (0,—\/3)

Exercicio 8. Encontrar P, ponto do eizo Oz, tal que a sua distincia ao ponto A = (2,—3) € 5.

Exercicio 9. Provar que os pontos A = (=2,—-1), B = (2,2), C = (—1,6) e D = (=5, 3), nesta ordem,
sao vértices de um quadrado.

Exercicio 10. Chamamos de trapézio um quadrildtero que tem dois, e somente dois, lados parale-
los. Um trapézio é chamado de reto se tem um angulo reto. Mostre que ABCD ¢é um trapézio reto,
onde A= (6,5), B=(11,5), C = (3,1) e D = (2,3), num sistema ortonormal.

Exercicio 11. Determine os angulos internos dos triangulos da questao 7.
Exercicio 12. Dados os pontos A = (3,—4), B = (—1,1) e o vetor v = (—2,3), calcular:
(1) AB+ 7 (2) BA-7 (3) B+2AB (4) 3V —2BA
Exercicio 13. Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para:
(1) A=(-3,-1), B=(4,2) e C = (5,5) (2) A= (51), B=(7,3) e C =(3,4)
Exercicio 14. Determinar o distancia entre os pontos A = (1,3) e B = (—1,4).

Exercicio 15. Verifique que os pontos A = (2,1), B = (—1,3) e C = (4,—2) formam um tridingulo.
Determine o perimetro e a drea deste o triangulo.

Exercicio 16. Prove que o tridngulo cujos vértices sao (2,2), (—4,—6) e (4, —12) € retangulo.
Exercicio 17. Determinar x de modo que o trigngulo de vértices A = (4,5), B=(1,1) e C = (z,4)
seja retangulo em B.

Exercicio 18. Dados A = (z,5), B=(—2,3) e C = (4,1), obter x tal que A equidiste de B e C.

Exercicio 19. Dados os pontos A = (8,11), B = (—4,—5) e C = (—6,9), obter o circuncentro do
triangulo ABC'.



4* LISTA DE EXERCICIOS — COORDENADAS AOS PONTOS GA E VETORES

Exercicio 20. Dados os pontos M = (a,0) e N = (0,a), determinar P de modo que o triangulo MNP
seja equildtero.

Exercicio 21. Dados os pontos B = (2,3) e C = (—4,1), determinar o vértice A do triangulo ABC,
sabendo que € o ponto do eixo y do qual se vé BC' sob dangulo reto.

Exercicio 22. Dados A = (—2,4) e B = (3,—1), vértices consecutivos de um quadrado, determinar
0s outros dois vértices.

Exercicio 23. Calcular o comprimento da mediana AM do tridingulo ABC onde A = (0,0), B = (3,7)
eC=(5-1).
Exercicio 24. Dados os vértices consecutivos A = (=2,1) e B = (4,4), de um paralelogramo, e o

ponto E = (3, —1), interseccdo de suas diagonais, determinar os outros dois vértices.

Exercicio 25. Do tridngulo ABC sdo dados: o vértice A= (2,4), o ponto M = (1,2) médio do lado
AB e ponto N = (—1,1) médio do lado BC'. Calcular o perimetro deste triangulo.

Exercicio 26. Se M = (2,1), N = (3,3) e P = (6,2) sdo os pontos médios dos lados AB, BC e C'A,
respectivamente, de um triangulo ABC, determinar as coordenadas de A, B e C.

Exercicio 27. Determine formula para as coordenadas do baricentro de um triangulo, sabendo-se as
coordenadas dos seus vértices.

Exercicio 28. O baricentro de um triangulo ABC é G = (1,6) e dois dos seus vértices sio A = (2,5)
e B = (4,7). Determine seu terceiro vértice.

Exercicio 29. Num triangulo ABC sao dados: A = (2,0); M = (—1,4), que é ponto médio do lado
AB; d(A,B) =10 e d(B,C) = 10v/2. Obter os outros vértices de AABC.

Exercicio 30. Provar que os pontos médios dos lados do quadrilitero ABCD sdo vértices de um
paralelogramo.

[CJ[e)

Exercicio 31. O quadrildtero de vértices A = (— ,%), B = (%,2), C=(2 —%) eD = (0,—%) é um

paralelogramo? Justifique sua resposta.

Exercicio 32. Defina “simetria em relagao a um ponto”. Sejam C = (a,b) e P = («, ) pontos.
Determine @, ponto, que é simétrico a P com relagdo a C.

Exercicio 33. Mostre que a drea do tridngulo determinado pelos pontos (x1,y1), (x2,y2) € (z3,y3) €
|D]

=+, onde
1 1 1
D = Tr1 X9 I3
Y1 Y2 Y3

Exercicio 34. O losango ABCD tem diagonal DB paralela ao vetor ¥ = (1,2). Se A = (=1,2) e
B = (3,5), determine os outros vértices de ABCD.

Exercicio 35. Um trapézio € dito isdsceles quando os seus lados mao paralelos sao congruentes. O
trapézio isosceles ABCD tem lados AB, BC, CD e AD, onde AD ¢€ paralelo ao lado BC'. Se A = (0,0),
B =(0,2) e C =(2,3), determine o vértice D.

Exercicio 36. Os pontos (1,3), (2,5) e (49,100) sdo colineares?
Exercicio 37. Determinar y para que os pontos (3,5), (—3,8) e (4,y) sejam colineares.

Exercicio 38. Mostrar que A = (a,2a+ 1), B=(a+1,2a+1) e C = (a + 2,2a + 5) sdo colineares
para todo valor de a € R.

Exercicio 39. Se A = (0,a), B = (a,—4) e C = (1,2), para quais valores de a existe o triangulo
ABC?



52.LISTA DE EXERCICIOS — RETAS

GEOMETRIA ANALITICA E VETORES

Exercicio 1. Determinar o ponto P, pertencente ao eizo das abscissas, sabendo que é equidistante de
B=(1,3) e C =(-3,5).

Exercicio 2. Determinar o ponto P, da bissetriz dos quadrantes pares, que equidista de A = (8, —8)
e B = (12,-2).
Exercicio 3. (1) Dados A= (1,1) e B = (10, —2), obter o ponto no qual AB encontra o eizo Oc.

(2) Dados A= (3,1) e B = (5,5), obter o ponto em que a reta 4B intercepta o eizo Oy.

(8) Dados A = (2,-3) e B = (8,1), obter o ponto em que a reta j@ intercepta a bissetriz dos
quadrantes impares.

(4) Dados A = (2,4) e B = (—4,2), obter o ponto em que a reta 1B intercepta a bissetriz dos
quadrantes pares.

Exercicio 4. Dados A = (—-3,4),B =(2,9),C = (2,7) e D = (4,5), obtenha ABNCD.

Exercicio 5. Determinar P = (a,b) colinear simultaneamente com A = (—=1,—-2) e B =(2,1) e com
C=(-21) eD=(1,-4).

Exercicio 6. Ache P da reta AB tal que d(A, P) =5, para A = (0,—-25) e B = (—2,—11).
Exerci(cio 7.) Determinar na reta /ﬁ o0s pontos equidistantes dos eizos cartesianos, para A = (—1,5)
e B=(4,-2).

Exercicio 8. Determinar as equacoes das retas suportes dos lados do triangulo cujos vértices sao
A=1(0,0), B=(1,3) e C = (4,0).

Exercicio 9. Determinar a equacdo geral da reta definida por (%, g) e (—%, —%)

Exercicio 10. Uma reta passa por A = (p,q), B = (3,-2) e (0,0). Qual a relagdo entre p e q?
Exercicio 11. Prove que os pontos A = (a,b+c¢), B = (b,a+¢) e C = (c,a +b) sao colineares e
determinar a equacao geral da reta que os contem.

Exercicio 12. Dados A = (—5,-5), B=(1,5), C = (19,0) r: 5z — 3y = 0, pergunta-se: r passa pelo
baricentro do triagngulo ABC'?

Exercicio 13. Determinar a intersec¢ao das retas r + 2y =3 e 2x + 3y = 5.

Exercicio 14. As retas suportes dos lados de um triangulo sao 3x —4y =0, x+y—7=0 edx—3y = 0.
Mostrar que esse triangulo € isdsceles.

Exercicio 15. Prove que as retas 2z +3y—1=0, x+y =0 e 3z +4y — 1 = 0 concorrem mo mesmo
ponto.

Exercicio 16. Demonstre que as retas t —2y =0, x +2y—8=0e (1 + k)z + 2(1 — k)y —8 =0 sao
concorrentes no mesmo ponto para qualquer k € R.

Exercicio 17. Determinar a para que as retas ¢+ 2y —2a =0, ar —y—3=0e2x -2y —a =0
sejam concorrentes no mesmo ponto.

Exercicio 18. Demonstrar que as retas 2c+3y =0, 2k+ a4+ B3k —2)y+5=0e¢x—-2y+5=0
sao concorrentes no mesmo ponto, qualquer que seja k € R.

Exercicio 19. Determinar m de modo que 3x+y—m =0,3x—y+1=0 ebxr—y—1 =0 delimitem
um triangulo.

Exercicio 20. Qual é a equacdo da reta que passa por P = (3,1), intercepta r: 3z —y = 0 em A,
intercepta s: x + 5y =0 em B, de modo que P é ponto médio de AB.

Exercicio 21. Dado o ponto A = (1,2), determine as coordenadas de dois pontos P eiQ situados
respectivamente em y = x e y = 4z, de tal modo que A seja o ponto médio de segmentos PQ.
1



5*.LISTA DE EXERCICIOS — RETAS GA E VETORES

Exercicio 22. Determinar o perimetro do triangulo ABC que verifica as sequintes condi¢des: A
pertence ao eixo x; B pertence ao eixo Y ; a reta tem equagdo x —y = 0; e a reta AC tem equagdo
rz+2y—3=0.
Exercicio 23. Num triangulo ABC' sabe-se que: A pertence ao eixo das abscissas; %ertence a
bissetrizy = x; x +y+ 5 =0 € equacdo da reta AC; e 2x —y — 2 =0 € equagdo da reta .
Exercicio 24. Determinar o de modo que P = (3, a) seja ponto do interior do tridngulo definido pelas
retas 2z —y =0,z +y=0e 7z +y—36=0.
Exercicio 25. Determinar a posicao relativa das sequintes retas, tomadas duas a duas:

(1) r: 2z —y+3=0 (8) t: 3x — 6y = —3 (5) v:2x+4y+3=0

(2) s:2c —y+5=0 (4) u:x—y+3=0 (6) w: 4o — 2y = —6

Exercicio 26. Discutir a posicao relativa entre r e s, para:
(1) r:(m—1z+my—1=0es: (l—=m)z+(m+1y+1=0.
(2) r:mex+y—p=0es:3x+3y—7=0.

r=—-24+3t

y— T4 t e R, a origem.

Exercicio 27. Achar a distancia da reta r: {

Exercicio 28. Calcular a distancia P a reta r nos sequintes casos:

(1) P=(-3,—1) er: 3z —4y+8=0 P—(_23 ,{x=7t—1 teR
(2) P=(3,2) er:5c—5y+2=0 (4) (=2,3) er: y=24t+1 "
(8) P=(1,-2)er: 5+4%=1 (5) P=(-1,-2) er: cosg-x+sing -y=>5

Exercicio 29. Calcular o comprimento da altura AH do tridngulo A = (=3,0), B = (0,0) e C = (6,8).
Determine as coordenadas do ponto H.

Exercicio 30. O trapézio de vértices A = (0,0), B = (7,1), C = (6,5) e D = (—8,3) tem qual altura?

Exercicio 31. O ponto P = (2,—5) é um vértice de um quadrado que tem um dos seus lados ndao
adjacentes a P sobre a reta x — 2y — 7= 0. Qual a drea do quadrado?

Exercicio 32. Calcular a distancia entre as retas 3x +4y — 13 =0 e 3z +4y+7=0.
Exercicio 33. Cualcular a distancia entre as retas ax +by +c¢ =0 e ax + by +d = 0.
Exercicio 34. Determinar os pontos da reta y = 2z que estdo a distancia 2 da reta 4z + 3y = 0.

Exercicio 35. Determinar as equagoes da(s) reta(s) que forma(m) dngulo de medida 5 com o eiro x
e estdo a distancia /2 do ponto P = (3,4).

Exercicio 36. Obter uma reta paralela a r: x4y + 6 = 0 e distante v/2 do ponto C = (1,1).

Exercicio 37. Determinar as equacdes das perpendiculares a reta v: Tx — 24y + 1 =0, as quais estao
a distincia 3 do ponto P = (1,0).
Exercicio 38 (Pesquise!). Defina “simetria com relagio a uma reta”. Sejam P = (o, B) e r: Az +

By + C = 0. Mostre que Q = (a - 2‘4(“}4(21%2"’0),5 — 23(‘:(21?;?0)) € o ponto simétrico a P com

relagao a reta r.

Exercicio 39. Determine o ponto simétrico de (a, B8) com relagdo as retas:
(1) x=0 (2) y=0 (8) z—y=0 ({)xz+y=0 (5)z—y=1 (6)y=22+1

Exercicio 40. Nas mesmas condi¢oes do exercicio 38 determine férmula para o ponto de r mais
prozimo de P.

Exercicio 41. Sejam A = (xa,ya) e B = (vp,yp) dois pontos distintos. Mostre que os pontos que
equidistam de A e B determinam uma reta — denominada mediatriz do segmento AB. Determine
caracteristicas da mediatriz do segemento AB em funcao de A e B.

Exercicio 42. Sejam r: ax +by +c¢c =0 e s: max +ny +p = 0 retas. Determine condigcoes sobre
a,b,c,m,n,p para que r e s sejam concorrentes. Determine formula para a medida do menor angulo
formado pelas duas retas. Perguntam-se: ¢ e p sdo fundamentais? Se ¢ e p mudam, o qué de fato
acontece quanto ao fato de serem concorrentes? E quanto ¢ medida do angulo formado entre as retas?
E quanto a medida do maior angulo entre r e s?
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Exercicio 1. Determinar o vértice, o foco e uma equacao da diretriz de cada uma das pardbolas:

(1) 22 + 42 +8y+12=0 (5) 22 —12y+72=0 (9) y=2%+4x+6
(2) 22 — 22 —20y —39=0 (6) y=4x — x> (10) y = 2% — 42 + 2
(3) y? +4y — 162 — 44 =0 (7) =8 +y? —6y+17=0 (11) 2 =y> — 6y +8
(4)y:r;_2m_1 (8) y—a*+6x=9 (12) s =y*+y+1

Exercicio 2. Em cada uwm dos itens, determine uma equa¢ao da pardbola a partir dos elementos dados:
(1) foco F = (3,4) e diretrizd: xt —1 =0,
(2) foco F = (—1,1) e vértice V= (0,0),
(8) vértice V= (1,2), eixzo focal paralelo ao eixo das abscissas e P = (—1,6) é ponto da pardbola,
(4) eizo focal paralelo ao eizo das ordenadas e os pontos P = (0,0), Q@ = (1,-3) ¢ R = (—4,—8)

pertencem a pardbola,

(5) eizo focal f:y—5=0, diretrizd: x —3 =0 e vértice sobre a reta r: y = 2x + 3,
(6) vértice V= (1,1) e FF = (0,2),
(7) eixo focal € o eixo das ordenadas e o ponto L = (2,2) € uma das extremidades do latus rectum,
(8) foco F = (—2,3) e diretrizd: x +6 = 0.

Exercicio 3. Tome a pardbola de equacio 4py = x2, onde p # 0.

(1) Determine condi¢ao para (x1,y1) e (x2,y2) estarem na pardbola e estejam alinhados com seu foco.
(2) Determine féormula para o comprimento do latus rectum desta pardbola.

Exercicio 4. Determine o comprimento da corda focal da pardbola x® + 8y = 0 que ¢ paralela a reta
r:3zx+4y —-7=0.

Exercicio 5. Se F' = (2,%) eV = (2,1) sao o foco e o vértice de uma pardbola T'. Determine
equagao geral da reta diretriz de T, equagdo para T e o ponto de T' alinhado com o foco e (8,7).

Exercicio 6. Identifique as conicas de equacdes e, no caso das pardbolas, explicite o foco e a diretriz:

(1) 2? —6x — 5y +14 =10 (5) 162% — 24zy + 9y? — 85z — 30y + 175 =0
(2) 4y* — 48z — 20y — 71 =0 (6) Tw? + 282y + 28y? — 20 — 4y —1 =0

(3) y? — 2xy + 2% + 16z + 16y = 0 (7) 42 — day + y? — 8Bz — 1615y = 0

(4) 3z + 122y + 12y> — 20 — 4y — 9 =0 (8) 2% —6xy +9y? —dx + 12y +4=0

Exercicio 7. Determine condicdo sobre k € R tal que a cénica dada por x*—6xy+9y? —4x+12y+k = 0
nao seja vazia.

Exercicio 8. Seja a pardbola T': 4py = 2% e tomemos Xo = (x0,y0) € I'. Mostre que:
(1) Xo estd na reta r: 2p(y + yo) = oz,
(2) r é paralela ao vetor vy = (2p, o) e determine equagao vetorial para r, e
(3) r encontra T' somente no ponto Xg.

Exercicio 9. Determine as retas tangente e normal o pardbola T' no ponto P para os casos:
(1) T:a?+4z+8y+12=0e¢ P = (0,-3)
(2) T:a? —20—-20y—39=0¢P=(3-2)
(3) T:y? +4y — 160 —44=0¢ P = (-3,-2)
(4) T: 42 — dzy + y?> — 85z — 165y =0 e P = (0,0)
(5) T: x? — 8xy + 16y* — 4o + 10y +4=0 e P = (L
(6) T:y=4dx—2? e P=(4,0)

?’32)

Exercicio 10. Determine o que se pede mos casos:
(1) a reta tangente a T': 2® + 4z + 8y + 12 = 0 que € paralela a r: 3z + 4y =0
(2) a reta tangente a T': x® — 22 — 20y — 39 = 0 que € paralela r: x +y =0
(3) a reta normal a T: y?> + 4y — 162 — 44 = 0 que € paralela ar:y+2x =5
(4) a reta tangente a T': 4z — 4oy + y? — 86z — 1615y = 0 que € ortongonal ao eizo
(5) a reta normal a T': y?> — 8xy + 1622 — 4x + 10y +4 = 0 € ortogonal a r: x = é
Exercicio 11. Determine as retas tangente & pardbola T': x? — 2zy + y? — 422 — 4v/2y = 0, que
passam pelo ponto P = (—g, —g)
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Exercicio 1. Determinar os focos, o centro e os tamanhos dos eizos de cada uma das elipses abaizo:

(1) 244 —1 (4) 922 + 16y% — 36z + 96y + 36 = 0
(2) 922 +16y? — 144 =0 (5) 252% + 16y? + 502 + 64y — 311 =0
(3) 4 +y* =1 (6) 42+ 9y? — 8x — 36y +4 =0
Exercicio 2. Toda elipse admite duas cordas focais de comprimento minimo e cada uma delas €
2
chamada de latus rectum. Determine formula para o comprimento de um latus rectum de E: (a:;f) +
L;f)z =1 (coma>b>0).

Exercicio 3. Em cada item, determine uma equagao da elipse a partir dos elementos dados:
(1) focos Fy = (3,8) e Fy = (3,2) e comprimento do eixo maior 10,

(2) vértices Vi = (5,—1) e Vo = (=3, —1) e excentricidade e = 3,
(3) centro C = (—1,-1), vértice V = (5,-1) e excentricidade e = %,
(4) centro C = (1,2), foco F' = (6,2) e P = (4,6) é um ponto da elipse,

(5) focos Fy = (—4,—2) e Fy = (—4,—6) e latus rectum de medida 6,

(6) vértice V= (3,-3) e eizo menor de extremos By = (2,2) e By = (—2,-2),

(7) centro em r:y = 2, foco F = (3,4), excentricidade e = com eizos paralelos aos eizos

coordenados.

Exercicio 4. Um ponto P = (x,y) se desloca no plano de modo que a soma das distincias aos pontos
A= (3,1) e B=(-5,1) é10. Diga qual curva é descrita por P e em seguida determina equa¢do para
essa curva.

Exercicio 5. Determine os comprimentos dos raios focais do ponto P = (3, %) sobre a elipse Tx? +

16y% = 112.

Exercicio 6. Determine uma equagao da conica com centro na reta r: x — 3 = 0, eizo focal paralelo

ao eizo das abscissas, vértice V= (7,0) e excentricidade e = %

Exercicio 7. Sabemos que a circunferéncia de centro C e raior > 0 € o lugar geométrico dos pontos
do plano que distam r de C. Se C = (h,k) e r > 0, determine equagdo para a circunferéncia de centro
C' e raio r. Determine condicées para que Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 seja equacdo de uma
circunferéncia.

Exercicio 8. Sejam A = (a,b) e B = (¢, d), distintos. Determine equagdo para os pontos X do plano
que satisfazem XA | XB. Que curva € essa?

Exercicio 9. Um segmento AB de medida 12, desloca-se de modo que A percorre o eizo das abscissas
e B o das ordenadas. O ponto P = (x,y) € interior ao segmento AB e fica situado a 8 de A. Estabeleca
equacao do lugar geométrico descrito pelo ponto P.

Exercicio 10. Uma matemdtica aceitou um cargo numa nova Universidade situada a 6km da margem
retilinea de um rio. A professora deseja construir uma casa que esteja a uma distancia ¢ Universidade
igual a metade da distdncia até a margem do rio. Os possiveis locais satisfazendo esta condi¢ao per-
tencem a uma curva. Determine esta curva e sua equag¢do em relagdo a algum sistema (cartesiano) a
sua escolha.

Exercicio 11 (valor: 2.5). Determine os extremos das duas cordas focais da elipse E: % + % =1,
que sao paralelas a reta x +y = 1. Mostre que 0s pontos médios dessas cordas e o centro de E estdo
alinhados.

Exercicio 12. Determinar os vértices, os focos e o centro de cada uma das hipérboles abaizro:

(1) & & —1 (5) 922 — 4y — 18z — 16y — 43 =0
(2) 42% — 5y +20 = 0 (6) ° —4y? + 62 + 24y — 31 =0

(3) 2% — 9% =1 (7) 252 — 4y® + 40y = 0

(4) y* —a2*> =2 (8) 1622 — 9y? — 64z — 18y + 199 = 0

Exercicio 13. Em cada um dos sequintes itens, determine uma equacdo da hipérbole a partir dos
elementos dados:
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(1) focos Fy = (—1,3) e F» = (—7,3) e comprimento do eizo transverso igual a 4,

(2) vértice Vi = (5,4) e Vo = (1,4) e comprimento do latus rectum igual a 5,

(8) focos Fy = (2,13) e Fy = (2,—13) e comprimento do eizo conjugado igual a 24,

(4) centro C = (0,0), um dos focos F = (4,4) e um dos vértices V = (2v/2,2v/2),

(5) assintotas r: dx+y—11=0 e s: 4o —y — 13 =0 e um dos vértices V = (3,1),

(6) um dos focos F = (2v/2,2v/2), eizo normal y = —x e excentricidade e = 3,

(7) eizo normal y = 2, uma das assintotas r: 2z —y —4 =0 e latus rectum de comprimento 3,

(8) focos Fy = (f\[, ,ﬁ) e I = (\/i, \/§) e pardametro 2v/2.

Exercicio 14. Determine uma equagdo da elipse, com excentricidade e = 3 e cujos focos coincidem
com os vértices da hipérbole 162% — 9y? — 642 — 18y + 199 = 0

Exercicio 15. Determine uma equagdo de hipérbole equildtera de focos F1 = (1,6) e Fo = (1,—2).

(z=1)? 2 _
2

Exercicio 16. Encontre o comprimento da(s) corda(s) focal(is) & cénica H: y* =1, que

é(sao) paralela(s) a reta x +y = 0.

Exercicio 17. Determine os extremos das duas cordas focais da hipérbole H: 22 — 3% = 1, que sdo
paralelas a reta (ﬂ)x —y = 0. Mostre que os pontos médios dessas cordas e o centro de H estao
alinhados.

Exercicio 18. As assintotas de uma hipérbole H sao perpendiculares e uma delas € paralela a reta
r:x+y=0. Sabendo que H tem eizo focal horizontal e centro C = (1,—2), determine equagdo de H.

Exercicio 19. Identifique as conicas de equacdes dadas, apresentando os elementos e os parametros
que a definem:

(1) 42 —dzy+ Ty* + 122+ 6y —9 =0 (elipse)
(2) (x+1)(y—2)=1 (hipérbole)
(3) 2> = 2wy +y?> —2r—2y+1=0 (pardbola)
(4) % —day +4y? — 62 + 12y +8 =0 (duas retas paralelas)
(5) 222 + 4oy +2y* — 62 — 6y +5=0 (vazia)
(6) 3%+ 2xy + 3y* + 6722 + 22y +2 =0 (elipse)
(7) T2 + 62y — y? + 287 + 12y + 28 = 0 (duas retas concorrentes)
(8) % +4xy +4y*> —1=0 (duas retas paralelas)
(9) 5x? +2y* + 22y +2 =0 (vazia)
(10) 322% + 522y — Ty? + 180 =0 (hipérbole)
(11) 72 — 6y/3zy + 13y> — 16 = 0 (elipse)
(12) 8y* + 6xy — 122 — 26y + 11 =10 (hipérbole)

Exercicio 20. Da hipérbole H: y = % - %z, determine seus focos, suas retas assintotas e as retas

tagentes aos seus vértices.

Exercicio 21. Determine os extremos da corda focal da pardbola T': 2+ 2xy+y?> — 822 +8v2y = 0,
que € paralela a reta r: x = Ty.

Exercicio 22. Seja a elipse E: ﬁ—z + ‘z—; =1 e tomemos Xo = (z9,yo) € E. Mostre que:
(1) Xo estd na reta r: 258 + %57 =1,
(2) r é paralela ao vetor vy = ('Z—S, —Z—S) e determine equacao vetorial para r, e
(8) r encontra E somente no ponto Xj.

2
Exercicio 23. Seja a hipérbole H: ﬁ—z - %
(1) Xo estd na reta r: 25 — %¢ =1,
(2) r é paralela ao vetor vy = (g—g, %) e determine equacao vetorial para r, e
(8) r encontra H somente no ponto Xg.

1 e tomemos Xo = (xo,y0) € H. Mostre que:

Exercicio 24. Obtenha, em cada caso, equacao da reta que contem o ponto P e € tangentee a conica:
(1) 20% + 6y + 29° + 62— by — 27 =0 ¢ P = (=372, =642

(2) > +y?> —4x—6y+8=0¢e P =(1,0)
(3) 162% — 24xy + 9y? + 12520 +100 =0 e P = (—1,-3)

(1) 13x2+6\/§xy+7y2—32=0eP:(1+§,—\/§+§)

\V]
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Exercicio 1. Para o cubo da figura ao lado, considerando como base H: G
S/Té, E, A—E)), determ_z'n)e as coordenadﬂos vetores a seguﬁ . |
)0 (5) AE (9) GH (13) GA N F
(2) AB (6) CD (10) AH (14) EC T T/ cC
(3) AC (1) AF (11) BH (15) HC
(4) AD (8) DH (12) GE Al B
Exercicio 2. Sendo @ = (1,—-2,4), ¥ =(0,2,5) e (1 1,—2), ache as coordenadas de:

(1) @+ (2) —i+ 20 (3) 20+ 3 (4) T—T+20  (5) —30— 34

Exercicio 3. Verifique se u pode ser escrito em func¢do de ¥ e W, para iU, U e W do exercicio anterior.
Exercicio 4. Ache m de modo que (1,2,2), (m—1,1,m —2) e (m+ 1,m — 1,2) sejam coplanares.
Exercicio 5. (1,—1,3) pode ser escrito em fungao de (—1,1,0) e (2,3, %)?

Exercicio 6. Ache m para que @ e U sejam paralelos:

(1) = (m,1,m) e¥=(1,m,1) (2) @=(1-m%*1-m,0) ed=(m,m,m)

Exercicio 7. Ache m para que U, U e W sejam coplanares:
(1) = (m,I,m+1), 7=(1,2,m) ew =(1,1,1)

(2) i=(m,1,m+1), = (0,1,m) e & = (0,m,2m)

Exercicio 8. Sejam E = (é1,¢5,€3) base e fl = €1 + é3 + €3, f; =é; —€éy e f;:, = &3, decida se

F= (ﬁ,fé,ﬁ;) € base.

Exercicio 9. Usando E e F do ezercicio anterior, ache as coordenadas em relagdo a base F de:

Exercicio 10. Conforme o exercicio 8, ache as coordenadas dos vetores abaixo em relagdo a base E:
(1) (0707_1)F (2) (_172=O)F (3) (%707_%)F

Exercicio 11. Mostre que C = (G—A)7 H—C’)7 A_E>) € base. Ache as coordenadas dos mesmos vetores da

questdo 1 com relacao a base C.

Exercicio 12. Sejam OABC um tetraedro, e G o baricentro (encontro das trés medianas de uma
tridngulo) da face ABC.

(1) Explique por que (O_fi, O_B>7 O_C:) € uma base.
(2) Pesquise como escrevemos AG em fun¢io de AB e AC (FEITO EM AULA), e calcule as
coordenadas de OG nesta base.

Exercicio 13. Determine x de modo que i e U sejam ortogonais.

(1) @ = (x,0,3) e = (1,x,3) (3)u-(as—|—1 1, )617:(13—1 -1,-2)

(2) i =(z,2,4) e ¥ = (4,2,1) (4) 0= (z,~1,4) eV = (z,-3,1)
Exercicio 14. Determine i ortogonal a (—3,0,1) tal que W e (1,4,5) =24 e e (—1,1,0) = 1.
Exercicio 15. Obtenha @ ortogonal a (1,1,0) tal que ||| = 2 e ang(@, (1, —1,0) ) T
Exercicio 16. Sendo @ e ¥ unitdrios, |w|| =4, oW = —2, Tew=—4 ¢ ang( v) = %, calcule

(1) (i+ v+ W) eu (3) 20 — VU + ) (—U + 2w + V)

(2) (5t — W) (W — 24) (4) (W —T+4d)e(—d+ 2w+ V)

Exercicio 17. Dada a base ortonormal (Zj; E), sejam U = 20— 27+ ket=3"— 67.

(1) Obtenha a projecdo ortogonal de ¥ sobre .
(2) Determine p' e  tais que U = P+ ¢, sendo p paralelo a @ e § ortogonal a 4.

1
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Exercicio 18. Calcule a projecdo ortogonal de U sobre & em cada caso.

(1) 5=(1,-1,2) eii = (3,-1,1) (3) T=(-1,1,1) e i = (—2,1,2)

(2) 7=(1,3,5) e ii = (—3,1,0) (4) T=(1,2,4) e il = (-2, —4, -8)
Exercicio 19. Determine:

(1) (1,2,3)A(3,1,2) (4) (=1,1,2) A (~1,1,2) (7) (6,—2,—4) A (—1,-2,1)

(2) (17 2a 3) ( (5) (0747 2) A (1737 2) (8) (7707 75) A ( 727 *1)

(3) (37172) (2 4 6 (6) (17275) N (2707_1) (9) (17_3a1) /\( i1 )

,6)
)
Exercicio 20. Calcule (\/57— \/§j'+ E) A (—\/65’—&— 37— \/glg)

Exercicio 21. Para 4 e U, vetores, o, 8,7, € R, mostre que (aii + BU) A (i + §7) = ‘: ? UNU.
Exercicio 22. Sejam @ e ¥ vetores l.i.. Seja & um vetor qualquer. Mostre que projzs% = %ﬂ/\ﬁ.
Suponha que @ = ol + 7 e t = v + 6T sdo também l.i.. Mostre que, PIOjgasT = Projzaid-
Exercicio 23. Sejam w, U, W, vetores. Mostre que:

(1) (GATD)eW=1ue (VAT

(2) (GAD) AW = (€ owW)T— (Tew)d

(8) WA (TAW) = —(ud e 0)W+ (4 ® W)U
Exercicio 24. Sejam i, U, @, t, vetores. Mostre que (ﬂ'/\ 17) o (117/\ f) = 1_{. 7{), ﬁ“q .

vew vet

Exercicio 25. Sejam @ e U vetores ndo nulos. Mostre que ||@ A 7| = ||d@]| - ||| - sen (ang(@, 7).

Exercicio 26. A medida angular entre os vetores @ e b € e suas normas sao, respectivamente, 1 e

us
3
2. Sendou=ad+bed=d—0b, calcule a norma de @ N V.

Exercic@}% O lado do quadrado ABCD mede 2, AC € diagonal e M € ponto médio de BC. Calcule
|IDM A DB|.

Exercicio 28. Os pontos A, B e C formam um triangulo, e P e @ sdo tais que 3AP = AC e

SB—Q) — 2BC. Mostre que B, P e @ formam triangulo e calcule a razao entre as dreas de ABPQ e
ANABC.

Exercicio 29. Resolva os sistemas:
(1) L ENTED =T+ ] 7o (274 37+ 4F) =9
Ze(T+]) =2 (2) -
A (—z’+ 7— k:) — 97497

8

Exercicio 30. Determine & de norma /3, ortogonal a (1,1,0) e a (—1,0,1) e que forma dngulo agudo
com j.

s

Exercicio 31. A medida angular entre @ e U € %,

Sabendo que [i, U, W] > 0, calcule [u, U, w).

e o vetor W, de norma 4, € ortogonal a ambos.

—

Exercicio 32. Sejam w, U, W, vetores.
(1) Mostre que |[@, 7, )| < || - ||4]] - [|]].
(2) Mostre que, se i, ¥ e @ sdo todos nio nulos e |[i, ¥, w]| = ||| - |7]| - ||@, entdo @ L&, @ L e

v L.
Exercicio 33. Para i, ¥ e W, vetores, a, 3,7, x,y,z € R, mostre que

B av
Ty r oz

Exercicio 34. Para i, ¥, W, vetores, A = (a;;), matriz real 3 X 3, mostre que

(aii + BT+ y0) A (28 + yT + 2) = (@ A T)+

‘Bv

[anﬁ + a01U+ az1W , 412U + 220 + as2®@ , a3t + agst + CL?,:))’LU} =det A - [t, ¥, W].
Exercicio 35. Prove que [t + 0,7+ W, W + @] = 2[d, U, w].

—

Exercicio 36. Sendo [u, ¥, W] = 6, calcule [24 — 30+ W, -4 + ¥ — W, ¥ — 3.

Exercicio 37. Sejam ABCD um tetraedro, P = A + 2AB + AC + AD Q =B- AB - AC + AD
e R =C+AB + AC. Mostre que PQRD forma tetredro e determine a razdo entre os volumes de
PQRD e ABCD.



92.LISTA DE EXERCICIOS - COORDENADAS AOS PONTOS DO ESPACO

GEOMETRIA ANALITICA E VETORES

Exercicio 1. Dados os pontos A = (2,-2,3) e B=(1,1,5), e o vetor ¥ = (1,3,4), calcular:

(1) A+ 37 (2) BA-7 (3) B+2AB (4) 20 — 3AB
Exercicio 2. Dados os pontos A = (3,—4,—2) e B = (—2,1,0), determinar o ponto N pertencente ao
segmento AB tal que AN = %AB.

Exercicio 3. Dados os pontos A = (1,—2,3) B = (2,1,4) e C = (—1,-3,1), determinar o ponto D
tal que AB+ CD = 0.

Exercicio 4. Sendo A= (2,-5,3) e B = (7,3, —1) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD
e M = (4,-3,3) o ponto de intersec¢io das diagonais, determinar os vértices C e D.

Exercicio 5. Determinar os trés vértices de uma triangulo, sabendo que os pontos médios de seus
lados sao M = (5,0,—2), N = (3,1,-3) e P =(4,2,1,).

Exercicio 6. Sendo A=(-2,1,3) e B=(6,—-7,1) extremidades de um segmento, determinar:

(1) os pontos C, D e E, nesta ordem, que dividem o segmento AB em quatro partes de mesmo
comprimento; L

(2) os pontos F e G, nesta ordem, que dividem o segmento AB em trés partes de mesmo comprimento.
Exercicio 7. Dados os pontos A = (—1,0,5), B = (2,—1,4) e C = (—4,7,2), determinar x tal que
AC' e BP sejam ortogonais, sendo P = (x,0,z — 3).

Exercicio 8. Provar que os pontos A = (—1,2,3), B=(-3,6,0) e C = (—4,7,2) sao vértices de um
triangulo retangulo.

Exercicio 9. Dados os pontos A = (m,1,0), B = (m —1,2m,2) e C = (1,3,—1), determinar m de
modo que o triangulo ABC' seja retangulo em A. Calcule a drea do tridngulo.

Exercicio 10. Prove que os pontos A = (3,4,4), B = (2,—3,4) e C = (6,0,4) sdo vértices de um
triangulo. Determinar o angulo interno ao vértice B.

Exercicio 11. Dados os pontos A = (3,4,—-2), B = (1,2,4) e C = (2,1,6), determinar o ponto
simétrico a A com relagdo a reta que passa por B e C.

Exercicio 12. Suponha que A = (a,b,c), B = (z,y,2) e C = (p,q,r).

a T p
(1) Mostre que, se A, B e C estao alinhados, entao |b y ¢|=0.
c z r

(2) Apresente exemplo no qual o determinante citado € nulo mas A, B e C nao estdo alinhados.
(3) Tente apresentar critério para obter a equivaléncia com “estarem alinhados”. Procure obter algum
que envolva determinante(s).

Para os exercicios a seguir, consideremos ABC D um tetraedro e tomemos a base B = (A_B> , AC , E)
e o sistema de coordenadas ¥ = (4,B). Sejam P,Q,R,S,T e U os pontos médios das arestas BC,
AD, AC, BD, AB e CD, respectivamente; enquanto E, F, G e H sdo os baricentros das faces ABCD,
AACD, AABD e AABC, respectivamente.

Exercicio 13. Determine as coordenadas B,C,D,E,F,G,H, P,Q,R,S,T ¢ U no sistema 2.

Exercicio 14. Uma mediana do tetraedro é o segmento de reta determinado por um vértice e o
baricentro da face oposta. Mostre que todas as 4 (quatro) medianas do tetraedro ABCD se encontram
num mesmo ponto, que serd chamado de centréide do tetraedro ABCD.

Exercicio 15. Uma bimediana do tetraedro é o segmento determinado pelos pontos médios de duas
arestas opostas. Mostre que todas as 3 (trés) bimedianas do tetraedro ABCD se encontram no seu
centrdide.

Exercicio 16. Se A = (z1,y1,21), B = (x2,y2,22), C = (x3,y3,23) ¢ D = (x4,y4,24). Supondo que
ABCD formam um tetraedro, determine férmula para o centréide do tetraedro ABCD.



102.LISTA DE EXERCICIOS - RETAS E PLANOS

GEOMETRIA ANALITICA E VETORES

Exercicio 1. Verifiqgue se os pontos abaixo pertencem & reta r: X = (1,0,1) + A(2,1,1)(A € R).
(1) (4,1,-1) (2) (3,1,2) (3) (=1,-1,0)
Exercicio 2. Ache equagées paramétricas da reta que passa por A = (3,3,3) e € paralela d reta %,
sendo B =(1,1,0) e C = (—1,0,—1).
Exercicio 3. Dados a reta r: X = (1,0,0) + A\(1,1,1) e os pontos A = (1,1,1), B = (0,0,1), ache o
ponto de r equidistante de A e B.
Exercicio 4. Calcule a distancia do ponto P = (1,0,1) a reta r: X = (0,0,0) + A(1, 3, 3)(A € R).
Exercicio 5. Mostre que os pontos cujas coordenadas satisfazem o sistema de equagies
r—y+2=0
zr+y+z2z=0
formam um reta. Explicite uma equacdo vetorial desta.

Exercicio 6. Mostre que as equacoes

20—1 11—y
= — = ]_
3 2 z+

descrevem uma reta. Exiba equacao vetorial e sistema de equagoes paramétricas para essa reta.

Exercicio 7. Dados os pontos A = (1,2,1) e B = (3,0, —1), verifique se sao concorrentes as retas j@
er: X =(4,1,0)+ A\(1,1,1) (para A € R). Se forem, determine o ponto de interseg¢do.

Exercicio 8. Verifique se as retas r e s sao concorrentes e, se forem, obtenha o ponto de intersecao.

r=44+A r=9—4u

(1) r: X y=1—X (para A\eR) s: < y=2+p (parap€R)
z=14+AX z2=2-2u
T =—4\

(2) r: < y=14+8\ (para A € R) stx—1l=y—4==z
z=1-2\

(3)7«:17*2:ﬁzz siox=4=1=

3 2
(4) r: X =(3,-1,2) + A\(—2,3,1) (para A€ R) s: X = (9,—10,—1) + pu(4, —6,—2) (para p € R)

Exercicio 9. Sejam_]? e r a reta que passa pelo ponto A e é paralela ao vetor T # 0. Mostre
que Q = A + projzAP ¢é o ponto de r mais prozimo de P. Mostre também que, se B € r, entdo
@ = B + projzBP. Determine formula para o distancia de P a reta r.

Exercicio 10. A altura e a mediana relativas ao vértice B do triangulo AABC estdo contidas, respec-
tivamente, em r: X = (—6,0,3) + A(3,2,0) (para A € R) e s: X =(0,0,3) + u(3,—2,0) (para p € R).
Sendo C' = (4,—1,3), determine A e B.

Exercicio 11. Sejam @ e U dois vetores Li., r a reta que passa pelo ponto A e € paralela ao vetor u e
s a reta que passa pelo ponto B € paralela ao vetor v. Uma vez que (i, T, A T) é base para V3, temos
que existem «, 3,7 € R tais que AB = ot + BU 4+ yu A Y. Mostre que:

(1) v = % e ¥l AT = projapsAB;

(2) se P=A+aii e@Q=DB-— 0, entaio PEr, Q €s eP_Cjéortogonalar e s.
AB,i, 5 ‘

EZ . Discuta a situagao na qual [E, U, 17} =0.

Conclua que a distancia entre as retasr e s €

Exercicio 12. Verifiqgue que as duas retas:

r: X =(1,1,1) + A(1,0,1), A€ R, e

s:Y =(1,3,-1) +u(-1,0,1), p € R.
sao reversas, determine os extremos no segmento que € ortogonal a r e a s e a distancia de v a s.
Exercicio 13. Dadas as retas

- x—my+1=0 Gip— Y — Jz+y—2=0
"ly-2-1=0 Tom “lytz+1=0
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calcule m em cada caso:
(1) r e s sao paralelas (4) r, s et sdo paralelas a wm mesmo plano
(2) r et sao concorrentes (5) s et sao coplanares
(3) r e s sao reversas

Exercicio 14. Obtenha uma equagio geral do plano m que passa por A = (0,1,2) e tem vetores
diretores 4 = (4,1,2) e U = (2,1, —-2).

Exercicio 15. Obtenha uma equagdo geral do plano m que passa pelo ponto A = (1,0,2) e tem vetor
normal @ = (1,—1,4).

Exercicio 16. Escreva equagoes paramétricas para a reta v = w1 N 7o, onde m:2x —y —3 =0 e
mo:3x+y+22—1=0.

Exercicio 17. Escreva uma equagdo vetorial da reta que passa por A = (1,2,3) e é perpendicular ao
plano m: 2z +y — z = 2.

Exercicio 18. Obtenha a interse¢do da reta r com o plano w (se houver):

(1) r: X =(1,0,1) + A\(2,1,3) (para A € R) m:x+y+z=20

(2) r: X =(0,1,1) + u(2,1,-3) (para p € R) m: X:(1,0,0) + A(1,0,0) + x(0,1,1) (para A\, p € R)
(3) r: £ =31 =238 T2 +y—z—6=0

(4) riz—2=3—y==22 i X = (—4,-6,2) + \(2,1,3) + 1(3,3,2) (para \u € R)

Exercicio 19. Ache uma equagdo geral do plano o que passa pelo ponto P = (1,0,0) e contém a reta
re{ax=2 y=XA z2=2+X,(AeR).

Exercicio 20. Sejam_)P e m o plano que passa pelo A é ortogonal ao vetor @i (onde T # 6)) Mostre
que Q = P_—f projzPA é o ponto de ™ mais proximo de P. Mostre também que, se B € m, entdo
P +proj;PB = Q.
Exercicio 21. Se 7: ax 4 by + ¢z +d = 0 (onde (a,b,c) #0) e P = (o, 8,7), determine a distincia
de P ao plano 7.
Exercicio 22. Calcule a distancia do ponto P = (1,2,—1) ao plano 7: 3z —4y — 524+ 1=0.
Exercicio 23. Calcule a distincia de P = (1,3,—4) ao plano
m: X =(1,0,0) + A(1,0,0) + pu(—1,0,3) (A, u € R).

Exercicio 24. Qual o ponto da reta s: X = (—1,3,3) + A\(—1,2,3) (A € R), que estd no plano w: x +
y+z=17%
Exercicio 25. A medida do angulo 0 entre uma reta v e um plano 7 ¢é calculada pela férmula

|7 -
[iz(Aik

para 0 < 60 < 7, e onde 7t € um vetor normal ao plano m e i é um vetor diretor da reta 7.

senf =

T=-A
Calcule a medida do angulo 6 entre r: y=1-X,AeR),em:y+2—-10=0.
z=0
Exercicio 26. Mostre que as retas r e s determinam um plano m e obtenha uma equacgao geral de .
(1) rix—1l=y=2zes:x—1=y=z2 (2) r: ‘"’37_1:1“’3;3:2 es:f=Y4=24
Exercicio 27. FEstude a posi¢ao relativa entre r e 7.
(1) r: X =(1,1,1) + A(3,2,1) e m: X =(1,1,3)+pu(l,—1,1) + 1(0,1,3)
(2) r: X =(2,2,1)+ X(3,3,0) e m: X=(1,0,1)+ p(1,1,1) + (0,0, 3)
(3) rix—2y=3—-2z+y=20—2 e m: X=(1,4,0,)+p(1,1,1)+v(2,1,0)

(4) r: X =(1,1,00)+ A(0,1,1) e mz—y—z=2

(5)r: =2 =y—-1=2 ¢ m3x-6y—2=0
Exercicio 28. Nos casos nos quais houver intersec¢do nao vazia entre r e 7, determine o(s) ponto(s)
na intersec¢do para 0S casos no erercicio anterior.

Exercicio 29. Determine o ponto simétrico a P = (1,—2,0) com relagdo ao plano w: 4o —4y—2z = 3.

Exercicio 30. Um cubo tem diagonal AB e uma das faces estd contida no plano m: x—y = 0. Sabendo
que A= (1,1,0) e B = (1,3,/2), determine os demais vértices.

Exercicio 31. Uma piramide tem por base um retingulo ABCD e seu vértice P = (1,1,1) projeta-se
ortogonalmente sobre o centro da base. A face APAB estd contida em m:x —y+ 2z =0 e a face
APCD, em ma: x +y+ 2 — 3 = 0. Determine B, C e D, sabendo que A = (1,0,0) e que o ponto
Q = (1,—1,0) pertence ao plano da base.



