UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA (UFBA)

L

_ il 1 —
TRTUTE SPIRITU

INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

» I
4

DISCIPLINA: MATAO02 - CALCULO A

UNIDADE III - LISTA DE EXERCICIOS

’Aproximag()es lineares e diferenciais‘

(1) Estime o valor dos seguintes nimeros:

(a) /1,01 (¢) In(1,07) (e) /4,0000000002 (g) sen b9
(b) /0,99 (d) 3/0,95 (f) (1,97)° (h) arctg(1,002).

(2) Explique por que as seguintes aproximacoes sio razodveis: sec(0,08) ~ 1 e (1,01)% ~ 1,06.

d?0
(3) A equagado que governa o movimento de um péndulo é dada por 2 + %Sen@ = 0, onde g é

a aceleracao da gravidade e [ é o comprimento da haste. Para pequenas amplitudes, é razdavel

aproximar esta equacao por 0 = —%9 ? Por que?
(4) Estabelega as seguintes regras para se trabalhar com diferenciais, sendo u e v funcoes de x:
(a) d(u+v) =du+dv

(b) d(uv) = udv + vdu.

’Introdugéo as integrais e o Teorema Fundamental do Calculo

(1) O gréafico da velocidade de um carro em aceleragao a partir do repouso até uma velocidade de
120 km/h em um periodo de 30 segundos é mostrado na figura abaixo:

v
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Utilize somas de Riemann para estimar a distancia (velocidade x tempo) percorrida durante esse

periodo.



(2) Expresse os limites seguintes como uma integral definida no intervalo dado:
(a) lim Z (azf’ + x;sen(z;)) Az, [0, 7] (b) lim Z Vvl Az, [1,4].
=1

n—oo 4 n—oo 4
i=1

(3) Calcule as integrais a seguir interpretando cada uma em termos de areas:

(a) /01 V=22 da (b) /Og(x 1) da.

9 9 4
(4) Dado que / Ve dr = ?, calcule / Vy dy e / Vv d.
4 4 9

10 8 10
(5) Sabendo que f(z)de=1T7e¢ / f(z) de = 12, calcule f(zx) dz.
0 0 8

(6) Use a 12 parte do T.F.C. para calcular a derivada das seguintes fungoes:
T 2 !
(a) f(x) :/1 Int dt (c) F(x) :/ cos (32) ds (e) G(x) :/ sec(t) dt
T 1

y
— 2 VE cost a?
O o= [ty [T gl [T
3 tgx 2+t4

(7) Uma importante fungdo presente na teoria fisica de difragdo das ondas de luz, que também é
T t2
aplicada no planejamento de auto-estradas, é a fun¢ao de Fresnel F(x) = / sen <7T2> dt.
0
Calcule F"(x).

(8) Use a 22 parte do T.F.C. para calcular as seguintes integrais:

(a) /3x5d:c (e) /04(1+3y—y2) dy (i) /01(2x+3x2> dz

-1
8 3 In6

(b) /2 (42 + 3) dz (f) /3 V5 + 2 do ) /1 8¢® ds
4 2 2 1

© [ Vida @ [ W [

23 3 2018 |
(d) / 3 gt (h) / sent di 1) / Ls.
1 t % 1 S

—a<z<0 4
(9) Considere a fungao f(z) = { oS TT =2 Galeule f(z) dx.
senz, sel0<z<m .
2x 1
10 ja F(x) = — dt.
(10) Seia F(o) = [ 1o

e
(a) Determine F’ (5),
(b) F é crescente ou decrescente?

(c) O que podemos dizer sobre a concavidade de seu gréfico?

(d) Desafio: Esboce o grafico de F.



(11) Ache a primitiva F(z) de f(z) = 2% — 3e” que satisfaz a condi¢io F(0) = 2.

(12) O que estd errado no seguinte calculo? Justifique!

2 1 -1
-1 X -1

(13) Utilize o T.F.C para calcular as seguintes integrais:

2

2 2’

(a) /02(152 L3t 1) dt (d) /01 1+7t2 dt () /0

(b) 14\}5 dx (e) 14 1\—;; dx (h) /0 2% dz
1

(c) /121;58 dr (f) /02\/117@ (i)/O

(14) Calcule as seguintes integrais indefinidas:

(a) / 3 da (©) / (3Va2+3) da () /
(b) /(ax +b) dx (d) /xQ +1 dx (f) /(5e7t +e ' +cosTt) di.

sen bx dx

X

(15) Desenhe o conjunto A e calcule a sua area:
(a) A é aregiao compreendida entre os graficos de y =z ey = 22, com 0 < x < 2;
(b) A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x =4, y =0 e por y = /x;
C =14(x,y) € U< 2mel Sy < |senzxy;
A R2; 0<z<2re0<y<
(d) A é o conjunto do plano limitado pelo eixo x, pelo grafico de y = 2° — z, sendo —1 < z < 1;

e) A é a regiao delimitada pelas curvas y = 22 ey = 2 — |x|.
g p ) )

d2
(16) Determine a funcao y = y(z), = € R tal que dTg =e ",y (0)=0ey(0)=1.

12
(17) Se w'(t) for a taxa de crescimento de uma crianga em quilos por ano, o que / w'(t) dt representa?
7

(18) A corrente I(t) em um fio elétrico é definida como a derivada da carga Q(t). O que significa a

b
integral definida / I(t) dt ?
a

(19) A mecanica quantica prevé que a forca F' entre duas moléculas de gés separadas por uma distancia

r é dada por F = onde A e B sao constantes reais. A energia potencial V' das

o T
d
moléculas de gas satisfaz a equagao diferencial (equacao envolvendo derivadas) F' = ———. Além

disso, V' — 0 quando z — oo. Com base nessas informacoes, encontre uma férmula para V em
funcao de z.

20) Encontre o nimero real b tal que a reta = b divida a regiao delimitada pelas curvas = 112 e
Yy = 4 em duas regi()es de mesma area.



(21) Para x > 0, definimos uma nova funcao F(z) da seguinte forma: F(x) é a drea sob o grafico da

1
fungao f(t) = PE de 0 até z.

(a) Para x e h positivos, faca um esbogo da regiao representada por F'(z + h) — F(z);

(b) Usando seu esbogo, verifique que
h-f(x)>F(x+h)—F(x)>h-f(x+h).

(c) Usando o item anterior, determine F'(z) através de um limite.

’Técnica de integracao: mudancga de Variéveis‘

1 1
(1) Suponha f continua em [—1, 1]. Calcule / f(2z — 1) dz, sabendo que / f(z) dx = 5.
0 -1

(2) Calcule:

L |
O (v
)/0t2\/1+t3 dt (i)

|
| [,
() /0 (de G) /O ® sen() cos?(z) da
/
/

x+1)°

0 2 a3 2
(d) / x%e” dx (k) sen(x) sen”(z) dx

_1 ™

1 35

) /0 xV1+ 222 dx Q) [ sen®(z) do

2 3s gg
(£) /1 T2 % (m) / cos’(y) dy

3, 0,
(®) da ; 5

0o Vol (n) cos(z) sen’(z) dz.

0
(3) Calcule, utilizando mudanga de varidveis, as seguintes integrais:
1 2x +3
3r—2d h —d —d
a) /\/T T ()/1—1—93:2 o (0) — T
t
5 . 30 2 e
(b) /sen () cos(zx) dz (i) /tg (t)sec(t) dt ) /m dt
1

5f§xz da 0 [ 5 s e @ [
1+4x2 () /< u?’z) i /m

()/
@ [ G
/ VIt et do /23”3 . (s)/cos(lnx) dz
o J
@ |

r+1

sen "
cos? x /:z—i—l /1—i—:c8 v

sen(x)y/cosx dx /
x( lnx

sen(2z)4/5 + sen?(x) dx.



(4) Mostre que, para todo a # 0, vale a expressao:

d 1
/21'2 = — arctg <§> —i—C, sendo C € R.
a* +x a a

(5) Num célculo com integrais, um estudante desenvolveu o seguinte raciocinio: fazendo a mudancga

. . U dx
de varidvel u = — na integral I = ——, obtemos
Z 142
11+ x? 11+ u?
. ) 7r ™ T )
concluindo dai que I = 0. Por outro lado, I = arctg(1l) —arctg(—1) = i (_Z) =35 Com isso,

T
ele concluiu que 0 = 5 Afinal, onde é que esta o erro?

(6) Mostre que a rea de um cfrculo de raio r > 0 é dada por 772

(7) Utilizando mudanca de varidvel, calcule as seguintes integrais:
(a) /\/1—41’2 dx (d) /302\/1—332 dx (2) /\/9—4962 dx
1
b) [ ——— dx e) [ senf(cosf+5)" do h / —a2 4 2z + 2 dx
0 [ == (©) [ sent(cos+5) W [V
(c)/\/x—xde (f)/\/9—(x—1)2dx (i)/\/—x2+2x+3dx.

2 2
(8) Calcule a drea da regiao eliptica E = {(:1:, y) € R? ; % + %2 < 1}, sendo a,b > 0.

(9) A funcao logaritmo natural é a fungao definida por
X
1
Inz =log.xz = / n dt, sendo z > 0.
1

Utilize o Teorema Fundamental do Cdlculo para verificar as seguintes propriedades:
(a) In1 = 0;
(b) (Inz) = L

=

(¢) In(a-b) =In(a) + In(db), V¥ a,b > 0;

(d) In (%) = In(a) — In(b), ¥ a,b > 0.

’Técnica de integracao: integracao por partes‘

(1) Calcule as seguintes integrais indefinidas:
Inz dz

(a) /xex dz (c) /33269” dz (e)
(b) / rsenz da (d) / sInz d ()

22Inzx dx

——



(&) / 2 sec?s da Q) / ¢" cos dz (®) / e~ cos(2z) dz
/

(h) / 2e2 dy G) / 2% sen g dz 1)

(2) Calcule /e_St sent dt, sendo s > 0 constante.

(3) Calcule o valor das seguintes integrais definidas:

(a) /01 xe® dx

(b) /121nt dt

.%' COS dx

th_St dt, sendo s # 0.

hc\

(4) Suponha f” continua em [a,b]. Verifique que:

b
ﬂw:ﬂ®+f@®—@+/w—wﬂwﬁ-

’Técnica de integracao: fracoes parciais‘

(1) Calcule:

1 x4+ 3 1
(a) /x2_4d:r (f) /(g;_1)2 do (K) /Cosx do
x x*+3x+1 r+1
1
(b) /x2—5x+6dx () /x2—2x—3dx o /w(x—Q)(w+3)
© /332—4 o (k) /(:v—2)3 du (m) P e
d da by [ 23 /

@ [ 5 0 [55 a o [ 552
522 +1 2 2341
(e)/ — (j)/x;fl_ld (O)/x3—x2—2x dz.

(2) Determine A, B,C, D € R tais que
z—3 _ A B __C D
(x—12x4+2)2 2-1 (2-12 z+2 (z+2)2

z—3

(3) Utilize o exercicio anterior para calcular / @12 12" dz.

(4) Calcule as seguintes integrais indefinidas:

4z% 4+ 172 + 13 22 + 4
d b dx.
(2) /(a:—l)(x2+6x+10) N (b) /:c3—8 v




’Outras técnicas de integragéio‘

1
(1) Calcule /sen(6x) cos(z) dz, utilizando a igualdade sen(a) cos(b) = i[sen(a +b) +sen(a — b)].

(2) Prove as seguintes identidades:
1 1
sen(a)sen(b) = B [cos(a — b) — cos(a +b)] e cos(a)cos(b) = B [cos(a + b) + cos(a — b)] .

Em seguida, utilize-as para calcular as integrais:

(a) /sen(Zx) sen(3z) dx (b) /008(51‘) cos(x) dx.

™

(3) Sejam m,n € N. Calcule / sen(mx) sen(nz) dx.

-7

(4) Seja n um nimero natural, com n > 2. Verifique as seguintes fdrmulas de recorréncia:

/Sen”_Q(:L‘) dzx;

(b) /cos”(m) dx = %COSn_l({L‘) sen(x) + o ; L /cos"_2($) dx.

(a) /Senn(fﬁ) dx = —% sen” (2 cos(x) + —— 1

(5) Utilize as férmulas de recorréncia para calcular as seguintes integrais:
(a) /sen4(x) dx (b) /cos5(:v) dzx.

(6) Utilize a mudancga de variavel u = tg (g) para calcular as integrais seguintes:

1 2tg 21
—d b —d - -
(®) /Senm+cosm ! (b) /2+3COS$ ’ ©) /o 2+senx d

’ Integrais impréprias

(1) Determine quais das integrais abaixo sao impréprias. Por qué?

(a) /Owtgazdm b) /11302_6[;_2 () /Oooe—w‘"’ da.

(2) Esboce a regiao S = {(z,y) e R; <1, 0 <y <e®} e calcule o valor de sua area.

(3) Determine se cada integral é convergente ou divergente. Avalie aquelas que sdo convergentes.

00 1 3 1
(a)/l Br+1)2 dx (c) v dx
00 . 3 1
(b) /0 et dx (d) / o da.



(4) Se f(t) é uma fungao continua para ¢t > 0, a Transformada de Laplace de f é a funcdo F' dada por

Fs) = [ e at

cujo dominio é o conjunto de todos os nimeros s para os quais a integral converge. Calcule a
Transformada de Laplace da fungao f(t) = t.

(5) Verifique os seguintes itens:

(a) / x dx é divergente;
oo
(b) lim x dx = 0;

t—o0 ¢

(c) A seguinte defini¢ao estd correta? Justifique!

/_Z (@) do = lim /_ttf(x) da.

t—o00

’Exercicios diversos sobre integrais‘

(1) Calcule as seguintes integrais:

4 2 4 sen
(a) /0 |z — 3| da (b) / (lz| +1) dz (c) /7T354+x2+1 da.

-2 —

(2) Calcule:

() / N7 o5 3 (&) / €3 cos(22) dz
(b) / 15@% dt (h) / ‘
(c) /\/5:_1 dx (i) /Senxcos(cosx) dx

(d) /sen2«9 de (1) /\/ cos(3t) sen(3t) dt
(e) /7;2—1—61y+8 dy (k) /(23: + 1)6:02636 dx
(f) /MM da 1) /\/l—i—\/fda;.

’Algumas aplicagoes da integral

(1) Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo x com fungao de posicdo x = z(t), em que
x(t) é suposta derivével até a segunda ordem em [to, t1]. Suponha que a componente, na diregao
do deslocamento, da forca resultante F que atua sobre a particula seja f(x), com f continua em
[20, 1], em que o = z(ty) e z1 = x(t;). Sabendo que o trabalho T realizado por F(x) = f(x)i de



(4)

()

(6)

(7)

1
rg a 1 € dado por T = / f(z) dx, verifique que

Zo

2 2
mvi  mug

2 27
ou seja, T € a variacdo da energia cinética, onde vg e v; sao as velocidades nos instantes g e tq,
respectivamente.

T =

Seja f continua em [a,b], com f(z) > 0 em [a,b]. Denote por A a regido do plano limitado pelas
retas * = a, * = b, pelo eixo x e pelo grafico de y = f(x). O wolume V do sélido obtido pela
rotagdo, em torno do eixo x, do conjunto A, é dado por

b
V:/ @) da.
Calcule V' nas seguintes situacoes:

1
(a) A:{(x,y)GRQ; 1<z <2, -

<y< x}

(b) A={(z,y) eR*; 0<x <1, Va<y<3}.

() A= {(z,y) eR?*; 2>+ (y—2)> < 1}.

Suponha f(z) > 0 e continua em [a, b], com a > 0, e considere o conjunto
A:{(:U,y)ERQ; a<xz<b, Ogygf(x)}.

O wvolume V do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo y, do conjunto A, é o nimero

V:27r/b xf(x) de.

Utilize tal formula, conhecida como o método das cascas cilindricas, para calcular o volume do
sélido obtido pela rotacao, em torno do eixo y, dos seguintes conjuntos:

(a) A:{(x,y)E]R2; x>0, x2§y§4}.
(b) A={(z,y) eR*; 0<z <7, 0<y<senz}.
Calcule, de duas formas diferentes, o volume do sélido gerado pela rotacao, em torno do eixo v,

2
doconjuntoA:{(az,y)eRQ; 0<z <2, Ogygg—i—leyzﬁ—l}.

Calcule o volume do sélido cuja base é o semicirculo 2% 4 y? < 72

perpendiculares ao eixo x sao tridngulos equilateros.

, ¥y > 0, e cujas secgoes

Calcule o volume do sélido cuja base é o quadrado de vértices (0,0),(1,1),(0,1) e (1,0) e cujas
seccoes perpendiculares ao eixo x sdo tridngulos isésceles de altura @ — z2.

Considere a superficie S obtida pela rotagdao, em torno do eixo x, do grafico de uma funcao f,
com derivada continua e f(z) > 0 em [a,b]. Sabendo que a drea da superficie S é dada por

b
Area(S) = 27r/ f@)V1+[f(x))? dx,

calcule a area das superficies geradas pela rotacao, em torno do eixo x, do grafico das seguintes
funcgoes:
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(a) f(z) =senz, 0 <z <.

(b) f(z) =22, com0<x<%

(8) Seja f uma fungdo com derivada continua em [a,b]. Pode ser provado, pelo teorema do valor
médio, que o comprimento L da curva y = f(z) é dado por

b
:/ VIt @ de.

[\

X

Com base nestas informacoes, calcule o comprimento da curva y = ER entrer=0ez=1.

JeER*; a<z<b, fz)<y<ga)},

(9) O centro de massa (xc,yc) de uma regiao da forma A = {(z,y
x) < g(x) em [a,b], é dado por

onde f e g s@o fungbes continuas em [a, b] e tais que f(x)

b 1 b
| elata) = r@) da 3 60— F@llo(e) + @) da

Te = e c =

Area(A) Area(A)

Com tais informagoes, encontre o centro de massa da figura limitada pela reta y = 1 e pela

pardbola y = 22

GABARITO

’Aproximagfies lineares e diferenciais

(1) (b) /0,99 ~ 0,995, (g) senb9 = 0, 857.

’Introdugéio as integrais e o Teorema Fundamental do Célculo‘

@ @) [ @ rosens)dn @) @ T 0) 5 @) G -3 6) 5

(6) (a) I, (b) o) =yseny. (©) —cos(a?), () 2“’ (¢) 4rsec(a);

() @) =mrcos (T )i (8) () 0 ) 138 @ F @ L@ T 00 @) o
() ﬂ;l, () 5+ 5 () 24 (9 2, () In(2018);

(11) F(x)zi—36x+5;

1) @2 2 @L @ 02 0L @2 ol 05

2 15 5 2 1
(14) (a) 3z+C, (b) %+bx+0, (c) 75\/97+3x+0, (d) %+ln|x|+C’, (&) — cos(52) +C,

(f) §e7t ety sen 7t e

7 7

(15) () L () 5. @ 4 @) 5 () 5 (16) y=e 7+

(17) O aumento do peso da crianca (em quilos) entre as idades de 7 a 12 anos.
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’Técnica de integracao: mudanca de variéveis‘

@%@ @ e 0) 5@ s @ pa-c @ 220 () @
W) VE-1, () 0, () 5 09 g () 5 (m) 25, () o
() Sendo C € R, temos que:
(a)§m+c (k)x;—l—?)lnm—2|+0
(b) %senG(x)—l—C (1) 22 +In |z + 1] + C
(c)iln(5+6x2)+0 (m) ($;1)2—2(:1:+1)+1n]x+1+0
(d) —M+C ()~ +C
(e) %W +C (o) —% 1—da? + garcsen(Qa:) +C
(f) Colsx (p) arcsen(et) + C
(&) _gm L C (q) arcsen(lnz) + C
(h) %amgm) L (r) 2arcsen(z + 1) + C
o Lterc (s) slen(ln )+ C
() %ln|3+2tgm| +C ® z;amg(#wc
(1) gm +C.
7 (a) i [aresen(2) + 20/1 — 422| 4 K¢, (b) arcsen (5 )+, () % [arcsenx - isen(ll arcsen:r)} LK,

(®) [arcsen (2;"> + 5 sen (2 arcsen @”)ﬂ LK. (i) 2arcsen <x - 1> +(x - 1) ST

(8) mab; (9) (c) Divida o intervalo de integracao em [1,ab] = [1,a] U [a, ab] e faca a mudanca de

varidavel u = —; (d) Use o item (c) e faca a mudanca de varidvel v = bt.
a

’Técnica de integracao: integracgao por partes‘

(1) (a) (o= De” + K, (b) —weosw+senz+ K, (¢) *(a® ~ 20 +2) + K, (d)f<1nx§>+x,

1 1 1
(e) zx(lnz — 1)+ K, (f) §x3 <lnx— 3) + K, (g) vtgx +1n|cosz|+ K, (h) =e** <;U— > + K,

—st

1
(i) §em(sen:p+cosx)+K; (2) — ¢ (cost + ssent) + K;

1+s?
1
3) () 1, (b) 22— 1, (@) —ate™ — Daemr - 2oy 2
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’Técnica de integracao: fracoes parciais‘

(1)

1. |xz—2 4 )

- h) In |z — 2| — _
(a)4lnm+2‘+0 W) e =2 = -=5 ~ 5 —ap ¢
(b) —2In|z — 2| +3In|z - 3|+ C (i) =3ln|z|+4In|jz - 1|+ C
(c)%ln\x2—4|+C () —Infz[+ 3|z -1+ C

x—1 (k) In|secx +tg x| + C

z+1

1
(d) In|z? — 1 +5

o
1 3 2
(1) —fln\x]—i——ln\a:—ﬂ—Bln|x+3]+C

(e) 6lnfe 1]+ 10z ~ 1) + (1) +C 5 0
(f) 1n|x—1|—$+c (m) ;21H’$—1\+;1n\x+1|+gln|x—2|+C’
(g)$+11n\x+1|+gln|x—3|+0 (n) %+4x—zln!m\+%ln!m—2\—%glnyg;Jr
4 4 20+ C.
7 2
(2) A:??, B:—g, C:—%eD:—g;
(3) ;lnlw—1!+27(;;_1)—2771n]x+2]+27(;53_2)+}(;

(4) (a) 2In|z — 1| + In(z® + 62 + 10) + arctg(x + 3) + K;

1 1 rz+1
b) In|z — 2| + = In(z? + 2z + 4) — — arct (>+K
(b) Info — 2] + 5 In( ) - g aret

’Outras técnicas de integragfio‘

1 1
(1) 1 cos(7z) — 0 cos(bx) + C;

1 1 1 1
(2) (a) ~10 sen(bx) + 5 sen + K, (b) D sen(6x) + 3 sen(4x) + K;

(3) 0sem#nemsem=n; (4) Utilize Integragao por partes;

sen(2x) N sen(4x) 9

4 32

3 1 4 8
(5) (a) g— K, (b) 5cos4xsenx+1—5005 xsenx+1—5$enx+K;

® @ L () -1+ 2
tg(

+ K, (b) In|2sec(x)+ 3|+ K.

’ Integrais impréprias ‘

2) e (3) (a) %2 (b) 1, (¢) 2V/3, (d) Divergente; (4) F(S)ZS%, para s > 0.

’Exercicios diversos sobre integrais‘

(1) (a) 5 (¢) 0.
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’Algumas aplicagoes da integral‘

(1) Aplique a Lei de Newton f(z(t)) = ma(t), em que a(t) é a aceleragdo no instante t.

117 177 i
@ @ 0 T 4 @) @) s 0) 2 (@)
(5) £ 3 (Dica: 1ntegre a drea A(x) da intersegao do sélido com o plano perpendicular a x no ponto de

absmssa x); (6) E;
(7) () 27 [V2+m(v2+1)|, (b) %[3&—m(¢§+ ] 7[\[+1n(1+\[)} (9) < )

Ultima atualizagdo: 23/09/2024



